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GRADINO 

1(𝑡) = &
1								𝑡 > 0
1
2 							𝑡 = 0
0								𝑡 < 0

 

TRIANGOLO 

1(𝑡) = ,1 − |𝑡|			|𝑡| < 1
0											𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒 

RETTANGOLO 

1(𝑡) = &

1					|𝑡| < 1/2
1
2 												𝑡 = 0
0								𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒

 

ONDA SINUSOIDALE 
𝑠(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓!𝑡 + 𝜑!) 

IMPULSO DI DIRAC 
𝛿(𝑡) = ,0				∀𝑡 ≠ 0

+∞			𝑡 = 0 

 

SCALAMENTO DEL TEMPO  
s(t) ------> s(At) 
|A| > 1 compressione 
|A| < 1 dilatazione 
A = -1 ribaltamento 

SCALAMENTO DEL SEGNALE 
s(t) ------> As(t) 
|A| > 1 amplificazione 
|A| < 1 attenuazione 

TRASLAZIONE DEL SEGNALE 
s(t) ------> s(t-T) 
T > 0 traslazione a DX 
T < 0 traslazione a SX 

CONVOLUZIONE TEMPO CONTINUO 

𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ 𝑦(𝑡) = E 𝑥(𝜏)𝑦(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
"#

$#
 

∫𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 1  

E𝑥(𝑡)𝛿(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥(0) 

𝛿(𝑡) ∗ 𝑥(𝑡) = E 𝛿(𝜏)𝑥(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
"#

$#
= 𝑥(𝑡) 

CONVOLUZIONE TEMPO DISCRETO 

𝑧(𝑛𝑇) = 𝑥(𝑛𝑇) ∗ 𝑦(𝑛𝑇) =K 𝑥(𝑘𝑇)𝑦((𝑛 − 𝑘)𝑇)
%

 

ENERGIA DI UN SEGNALE 
𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜	𝐸& = ∫ 𝑥'(𝑡)𝑑𝑡"#

$#   

𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑜	𝐸& =K 𝑥'(𝑛𝑇)
"#

()$#
 

y(t)=As(t)  --->   𝐸* = 𝐴'𝐸+ 
|A|>1 amplificazione 
|A|<1 attenuazione             (attenuazione e amplificazione in dB si riferiscono a rapporti di energia)  
POTENZA MEDIA DI UN SEGNALE  

𝑃& =
1
𝑇E 𝑥'(𝑡)𝑑𝑡

,

-
 

 

DECIBEL 
(𝐴)./ = 10𝑙𝑜𝑔0-(𝐴) 
𝐴 = 10(2)!" 0-⁄  
Potenza da milli a unità 
(𝑃)./5 = 30 + (𝑃)./ 

PRODOTTO INTERNO  

⟨𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ = E 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
"#

$#
 

⟨𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)⟩ = E 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = E 𝑥'(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐸&
"#

$#

"#

$#
 

⟨𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)⟩ = 0	 ⟺ 𝑥(𝑡) = 0 
⟨𝛼𝑥(𝑡) + 𝛽𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)⟩ = 𝛼⟨𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡)⟩ + 𝛽⟨𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)⟩ 
NORMA INDOTTA DAL PRODOTTO INTERNO 
Y|𝑥(𝑡)|Y = Z⟨𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)⟩ = Z𝐸& 
ORTOGONALITA’ 
x(t), y(t) ortogonali se ⟨𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ = 0 
norma unitaria se ⟨𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡)⟩ = 1 = 𝐸& 
 
 
 

ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT 
N vettori 𝑠0(𝑡)… 𝑠((𝑡)che generano un sottospazio, ottengo una base 
𝜙0(𝑡) …𝜙6(𝑡) con: 

1)		𝜙0(𝑡) =
𝑠0(𝑡)
Z𝐸+0

 

2) 𝜙(7 (𝑡) = 𝑠((𝑡) − ∑ ⟨𝑠((𝑡), 𝜙8(𝑡)⟩𝜙8(𝑡)6
8)0  

3) 𝜙((𝑡) = 	
9#$ (:)

;<%#$
 

PROIEZIONE ORTOGONALE DI UN SEGNALE IN UN SOTTOSPAZIO DI SEGNALI 
Dato un segnale s(t) e un sottospazio definito da una base ortonormale 
𝜙0(𝑡) …𝜙6(𝑡), la proiezione di s(t) nel sottospazio è il segnale: 

𝑠9(𝑡) = K ⟨𝑠(𝑡), 𝜙8(𝑡)⟩𝜙8(𝑡)
6

8)0
≠ 𝑠(𝑡) 

𝑠(𝑡) = 𝑠9(𝑡) + 𝑒(𝑡)					⟨𝑒(𝑡), 𝜙8(𝑡)⟩ = 0						𝑒(𝑡) = 0	𝑠𝑒	𝑠(𝑡) ∈ 𝑠𝑜𝑡𝑡𝑜𝑠𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜 

 

SEGNALI COME SPAZIO VETTORIALE, ISOMORFISMO, VETTORE EUCLIDEO 
Dato un segnale s(t) appartenente ad uno spazio vettoriale di dim. I con base 
{𝜙0(𝑡)…𝜙6(𝑡)}, il corrispondente vettore euclideo è: 
𝑠 = {𝑠0…𝑠6}			𝑐𝑜𝑛	𝑠8 = ⟨𝑠(𝑡), 𝜙8(𝑡)⟩  
PRODOTTO INTERNO, NORMA ED ENERGIA 

𝑥(𝑡) =K 𝑥8𝜙8(𝑡)
6

8)0
							𝑦(𝑡) =K 𝑦=𝜙=(𝑡)

6

=)0
											 

⟨𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ = K 𝑥8𝑦8 =
6

8)0
b𝑥, 𝑦c																		Y|𝑥(𝑡)|Y = dY𝑥Yd		 

𝐸+ = ⟨𝑠(𝑡), 𝑠(𝑡)⟩ = e𝑠, 𝑠f = 𝐸+ =K 𝑠8	'
6

8)0
														𝑠(𝑡) ↔ 𝑠 = [𝑠0…𝑠6] 

DISTANZA TRA DUE VETTORI 

𝑑'j𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)k = Y|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|Y' = ⟨𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡), 𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)⟩ = Ej𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)k
'𝑑𝑡 

= 𝐸& + 𝐸* − 2⟨𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)⟩ = b𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦c = 𝑑' l𝑥, 𝑦m = ∑ (𝑥8 − 𝑦8)'6
8)0   

 

ENERGIA DEL RETTANGOLO 
𝑠(𝑡) = 𝐴𝑟𝑒𝑡𝑡 l:$:&/ m       𝐸?@:: = 𝐴'𝐵 
ENERGIA DEL TRIANGOLO 

𝑠(𝑡) = 𝐴𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛 o
𝑡 − 𝑡-
𝐵/2 p			 	𝐸:? =

𝐴'𝐵
3  

 
 

CANALE AWGN IDEALE 
𝑟(𝑡) = 𝑠:&(𝑡) + 𝑤(𝑡) 		↔ 		𝑟 = 𝑠:& +𝑤  
Potenza media del rumore (PSD) 
 𝑃A = 0

, ∫ 𝑤'(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜎B' =
C'
'

,
-  

Potenza media del segnale utile 

𝑃+() =
1
𝑇E 𝑠:&'(𝑡)𝑑𝑡 =

𝐸+()
𝑇

,

-
 

CANALE AWGN con AMPLIFICAZIONE/ATTENUAZIONE 
𝑟(𝑡) = 𝐴𝑠:&(𝑡) + 𝑤(𝑡) 
Energia del segnale utile al ricevitore 
 𝐸2+() = 𝐸+*) = 𝐴'𝐸+() 
CANALE DISPERSIVO O CON ECHI 
𝑟(𝑡) = 𝐴𝑠:&(𝑡) + 𝐵𝑠:&(𝑡 − 𝑡-) + 𝑤(𝑡) 

MODULAZIONE DIGITALE 
Bit mapper: raggruppa i bit in simboli  
Modulatore digitale: associa a ciascun simbolo un segnale (forma 
d’onda)	𝑎- →	𝑠D&(𝑡) 
 

 
 

Bit 
mapper

Modulatore 
digitale

Simboli Bit
bl an Stxlt)

Tb
>

T
>

R
>

DEMODULAZIONE DIGITALE 
In generale se nel canale ho rumore o faccio errori in 
demodulazione ho 𝑎( ≠ 𝑎t(	𝑏E	 ≠ 𝑏vE  

 
𝑡𝑟𝑎𝑠𝑚𝑒𝑠𝑠𝑜	𝑎- →	𝑠D&(𝑡)	𝑟𝑖𝑐𝑒𝑣𝑜	𝑟(𝑡) = 𝑠D&(𝑡) + 𝑤(𝑡) 

Nello spazio euclideo (nel sottospazio generato dalla base 
ortonormale per la segnalazione) 𝑟 = 𝑠D& +𝑤 

RICEVITORE DIGITALE à 2 operazioni di base: 
Proiezione del segnale ricevuto sulla base ortonormale  
Assegna a ciascun punto dello spazio un corrispondente indice n, 
per decidere quale segnale è stato trasmesso in base a quanto 
ricevutoàregione di decisione Rn 
 
 
 

 

Bit 
mapper

Modulatore 
digitale

Simboli Bit

Demudolatore 
digitale

Bit 
demapper

bl Stxlt)

Tb
>

°"
>

☒
>

T

rit ) àn Il
>

T
>

Tb
>

PROBABILITA’ DI DECISIONE CORRETTA 

𝑃[𝐶] = 𝑃[𝑎t- = 𝑎-] = 1 − 𝑃[𝐸] =K 𝑃[𝑎t- = 𝑎-|𝑎- = 𝑛]𝑃[𝑎- = 𝑛]
C

()0
=K 𝑃[𝑎t- = 𝑛|𝑎- = 𝑛]𝑃[𝑎- = 𝑛]

C

()0
=K 𝑃y𝑟 ∈ 𝑅(Y𝑎- = 𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛] =K |E 𝑃?|D&y𝑟

7Y𝑛{𝑑𝑟7
G#

}𝑃[𝑎- = 𝑛]
C

()0

C

()0
 

=K E 𝑃y𝑟Y𝑎-)𝑛{𝑑𝑟
G#

𝑃[𝑎- = 𝑛] =
C

()0
K E 𝜇((𝑟)𝑃y𝑟Y𝑎-)𝑛{𝑑𝑟

G#
𝑃[𝑎- = 𝑛] =

C

()0
E K 𝜇((𝑟)𝑃y𝑟Y𝑎-)𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛]

C

()0
𝑑𝑟

G#
= E K 𝜇((𝑟)𝐷j𝑟, 𝑛k

C

()0
𝑑𝑟

G#
 

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒	𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝑑𝑒𝑙𝑙𝑎	𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑅(:					𝜇(j𝑟k = ,1			𝑟 ∈ 𝑅(
0	𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒

                               

𝐷j𝑟, 𝑛k = 𝑃y𝑟Y𝑎-)𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛] 
CRITERI DI DECISIONE DEL BIT RICEVUTO à massimizzare la probabilità di decisione corretta P[c] 
𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝐷j𝑟, 𝑛k 
𝑀𝐴𝑃:					𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j𝑃?|D&y𝑟

7Y𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛]k = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j𝑃?|D&y𝑟
7Y𝑛{k = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j𝑃D&|?y𝑛Y𝑟′{𝑃?[𝑟′]k = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝑃[𝑎- = 𝑛|𝑟] 

𝑀𝐿:		𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑖	𝑒𝑞𝑢𝑖𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖	𝑃(𝑎- = 𝑛) = 1
𝑁� 	→ 	𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j𝑃?|D&y𝑟

7Y𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛]k = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝑃?|D&y𝑟
7Y𝑛{ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝑃y𝑟Y𝑎- = 𝑛{					(𝑃[𝑎- = 𝑛]	𝑢𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒	𝑝𝑒𝑟	𝑡𝑢𝑡𝑡𝑖, 𝑛𝑜𝑛	𝑖𝑛𝑓𝑙𝑢𝑖𝑠𝑐𝑒	𝑠𝑢𝑙𝑙′𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥) 

𝑀𝐷:				𝑐𝑎𝑛𝑎𝑙𝑒	𝐴𝑊𝐺𝑁	𝑐𝑜𝑛	𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑖	𝑒𝑞𝑢𝑖𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖			𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(𝑃y𝑟Y𝑎- = 𝑛{ = 𝑡𝑢𝑡𝑡𝑖	𝑔𝑙𝑖	𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑑𝑖	𝑟	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(� 𝑃y𝑟8Y𝑎- = 𝑛{
6

8)0
= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥( |𝑒

$0'∑I
?+$+#,+
J- K

.

} = 

            = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(∑l
?+$+#,+
J-

m
'
= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(∑j𝑟8 − 𝑠(,8k

' = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(〈𝑟 − 𝑠(, 𝑟 − 𝑠(〉 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(𝑑'(𝑟, 𝑠() 

MD2:      𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(∑j𝑟8 − 𝑠(,8k
' =𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛( ∑j𝑟8' + 𝑠(,8' − 2𝑟8𝑠(,8k = 𝑟8'	𝑛𝑜𝑛	𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒	𝑑𝑎	𝑚 =𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛(j∑𝑠(,8' − 2∑𝑟8𝑠(,8k = 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜	𝑠𝑒𝑔𝑛𝑜 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j2∑ 𝑟8𝑠(,8 − 𝐸+#k =

															= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥( l∑𝑟8𝑠(,8 −
</#
' m = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥( l〈𝑟, 𝑠(〉 −

</#
' m 

 
IMPLEMENTAZIONE DEI RICEVITORI DIGITALI  
𝑟8 = 〈𝜙8(𝑡), 𝑟(𝑡)〉				𝑐𝑜𝑛	𝑖 = 1… 𝐼				 → 					 𝑟8 = ∫ 𝜙8(−𝜏)𝑟(𝑡 − 𝜏)

"#
$# 𝑑𝜏|:)- = ∫ 𝜙8j−(𝜏 − 𝑡-)k𝑟(𝑡 − 𝜏)

"#
$# 𝑑𝜏|:):& = 𝑐𝑎𝑚𝑏𝑖𝑜	𝑑𝑖	𝑣𝑎𝑟 = ∫ 𝜙8(𝑡)𝑟(𝑡)

"#
$# 𝑑𝜏  

𝑟8 = E 𝜙8(−(𝜏 − 𝑡-))𝑟(𝑡- − 𝜏)
"#

$#
𝑑𝜏 → 𝑠𝑐𝑒𝑙𝑔𝑜	𝑡-	𝑖𝑛	𝑚𝑜𝑑𝑜	𝑐ℎ𝑒	𝑠𝑖𝑎	𝑖𝑙	𝑝𝑖ù	𝑝𝑖𝑐𝑐𝑜𝑙𝑜	𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒	𝑐ℎ𝑒	𝑟𝑒𝑛𝑑𝑒	𝜙8(−(𝜏 − 𝑡-))	𝑐𝑎𝑢𝑠𝑎𝑙𝑒		 

MAP         MD TIPO 1 (I<M)                                              MD TIPO 2 (I=M) 
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tant MMI du

MINDIST 2

Sent - to )) < ressa»

< riti.sn»
Ì a

Sant - to )) R
- Esirit) § Àn

A

✗

SINT - to )) < ressa> LIEU
- Esam

TEOREMA DELL’IRRILEVANZA (canale AWGN) 
Base costruita su 𝑠0…𝑠( = {𝜙0…𝜙6}	𝑒	𝑎𝑔𝑔𝑖𝑢𝑛𝑔𝑖𝑎𝑚𝑜	𝜙6"0 
𝑟 = y𝑠D&, 0{ + y𝑤,𝑤6"0{ → 			 𝑟 = y𝑟0…𝑟6, 𝑟6"0{
→ 	 𝑟6"0	𝑛𝑜𝑛	𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒	𝑑𝑎	𝑛 → 𝑃?012y𝑟′6"0{	𝑛𝑜𝑛	𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒	𝑑𝑎	𝑛 

𝑎t- = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥( l𝑃?|D&y𝑟
7Y𝑛{𝑃?012 �𝑟

7
6"0� 𝑃[𝑎- = 𝑛]m 

= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥(j𝑃?|D&y𝑟
7Y𝑛{𝑃[𝑎- = 𝑛]k 

Se allargo la base la probabilità per la decisione non cambia  
(𝑤6"0	è	𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑤	M	𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒	𝑎𝑙𝑙𝑎	𝑏𝑎𝑠𝑒 → 𝑖𝑟𝑟𝑖𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑡𝑒)	 
 
 

𝑝&(𝑎) = 𝑃(𝑥 = 𝑎) 

𝐷𝐼𝑆𝑇𝑅𝐼𝐵𝑈𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸:		𝐹&(𝑎) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝑎) = K 𝑝&(𝑥)
&ND,&∈2)

= E 𝑓&(𝑥)𝑑𝑥
D

$#
		→ 					𝑃(𝑥 ∈ [𝐴, 𝐵]) = 𝑃(𝐴 ≤ 𝑥 ≤ 𝐵) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝐵) − 𝑃(𝑥 ≤ 𝐴) = 𝐹&(𝐵) − 𝐹&(𝐴) = E 𝑓&(𝑥)𝑑𝑥

/

2
 

𝑉𝐴𝐿𝑂𝑅𝐸	𝐴𝑇𝑇𝐸𝑆𝑂:		𝐸[𝑋] = 𝑚& = K 𝑥𝑝&(𝑥)
&∈2)

= E 𝑥𝑓&(𝑥)𝑑𝑥
"#

$#
											𝐸[𝑔(𝑥)] = K 𝑝&(𝑥)𝑔(𝑥)

&∈2)

= E 𝑓&(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥				
"#

$#
												𝐸[𝐾] = 𝑘 

𝑃𝑂𝑇𝐸𝑁𝑍𝐴:		𝐸[𝑋'] = 𝑀& = K 𝑥'𝑝&(𝑥)
&∈2)

= 𝐸[𝑋]' + 𝜎P' = 𝑚&
' + 𝜎P' = E 𝑓&(𝑥)𝑥'𝑑𝑥

"#

$#
 

𝑉𝐴𝑅𝐼𝐴𝑁𝑍𝐴:				𝑉𝐴𝑅[𝑋] = 𝜎P' = 𝐸[(𝑥 −𝑚&)'] = K(𝑥 −𝑚&)'
&∈2)

𝑝&(𝑥) = 𝐸[𝑋'] − 𝐸[𝑋]' = 𝑀& −𝑚&																		𝐷𝐸𝑉𝐼𝐴𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸	𝑆𝑇𝐴𝑁𝐷𝐴𝑅𝐷:				𝜎P = Z𝑉𝐴𝑅[𝑋] 

𝐶𝑂𝑁𝐷𝐼𝑍𝐼𝑂𝑁𝐴𝑀𝐸𝑁𝑇𝑂	𝐵𝐴𝑌𝐸𝑆:					𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴𝐵)
𝑃(𝐵) =

𝑃(𝐵|𝐴)𝑃(𝐴)
𝑃(𝐵) 																						𝑃𝑅𝑂𝐵. 𝑇𝑂𝑇. (𝐶𝑂𝑁	𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸	𝐵1, 𝐵2,…𝐵𝑛):				𝑃(𝐴) =K𝑃(𝐴|𝐵8)𝑃(𝐵8)

8∈/

 

LIMITE CENTRALE: Sia Xn una successione di v.a. indipendenti ed equidistribuite con media 𝜇 e var. 𝜎&' >0    Allora:  √(J l
0
(∑𝑥% − 𝜇m

(→#
�⎯⎯�𝒩(0,1) 

 
 
 

V.A. UNIFORME 𝑋~𝒰([𝐴, 𝐵]) 

𝑓&(𝑎) = £
1

𝐵 − 𝐴 		𝑐𝑜𝑛	𝑎 ∈ [𝐴, 𝐵]
0	𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖		

 

𝐹&(𝑎) = E 𝑓&(𝑎)𝑑𝑎 = &
0			𝑎 < 𝐴

𝑎 − 𝐴
𝐵 − 𝐴 		𝑐𝑜𝑛	𝑎 ∈ [𝐴, 𝐵]	

1				𝑎 > 𝐵

"#

$#
 

𝐸[𝑋] =
𝐴 + 𝐵
2  

𝑉𝐴𝑅[𝑋] =
(𝑏 − 𝑎)'

12  

V.A. GAUSSIANA 𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎') 
(standard con 𝜇 = 0, 𝜎 = 1) 
𝐸[𝒩] = 𝜇										𝑉𝐴𝑅[𝒩] = 𝜎'  
(𝑠𝑒	𝑍 = 𝑋 + 𝑌=gaussiana= 𝒩(𝜇& + 𝜇*, 𝜎&' + 𝜎*')) 

𝑓&(𝑎) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒$

0
'I
D$S
J K

.

 

𝑃(𝑥 ≤ 𝑎) = 𝐹&(𝑎) = Φ(𝑎) = 1 − 𝑄(𝑎) 
𝑃(𝑥 > 𝑎) = 1 − 	𝑃(𝑥 ≤ 𝑎) = 1 − 𝐹&(𝑎) = 𝑄(𝑎) 
Non standard 𝑃(𝑥 > 𝑎) = 𝑃 l𝑧 > D$S

J m = 𝑄 lD$SJ m 
𝑃(𝑥 ∈ [𝐴, 𝐵]) = 𝐹&(𝑏) − 𝐹&(𝑎) = 	Φ(𝑏) − Φ(𝑎)

= 𝑄(𝑎) − 𝑄(𝑏) 
𝑄(−𝑎) = 1 − 𝑄(𝑎) V.A. BERNULLI 𝑋~ℬ(𝑝) 

𝑃(𝑥 = 1) = 𝑝										𝑃(𝑥 = 0) = 1 − 𝑝 
𝐸[𝑋] = 𝑝																𝑉𝑎𝑟[𝑋] = 𝑝(1 − 𝑝) 

MODULAZIONE BINARIA (simboli equiprobabili e rumore AWGN) 
𝑀 = 2 →	𝑠0(𝑡) ≠ 𝑠'(𝑡)															𝐼 ≤ 2 →		𝜙0(𝑡)		𝜙'(𝑡)  
𝑠0 = [〈𝑠0(𝑡), 𝜙0(𝑡)〉, 〈𝑠0(𝑡), 𝜙'(𝑡)〉] 
𝑠' = [〈𝑠'(𝑡), 𝜙0(𝑡)〉, 〈𝑠'(𝑡), 𝜙'(𝑡)〉] 
(caso I = 1 ho 𝑠0(𝑡) = −𝑠'(𝑡) )  

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑡𝑟𝑎	𝑠0	𝑠':	𝑑'j𝑠0, 𝑠'k = dY𝑠0 − 𝑠'Yd
'
= e𝑠0 − 𝑠', 𝑠0 − 𝑠'f = (𝑠0,0𝑠',0)'+(𝑠0,'𝑠',')' 

PROBABILITA’ DI ERRORE  

𝑃(𝐸) = 1 − 𝑃(𝐶) → 	𝑃(𝐶) = 𝑃(𝑎t- = 𝑎-) =
1
2𝑃

(𝑎t- = 1|𝑎- = 1) +
1
2𝑃

(𝑎t- = 2|𝑎- = 2) 

𝑃(𝑎t- = 1|𝑎- = 1) = 𝑃 o〈𝑤, 𝑠' − 𝑠0〉 ≤
1
2𝑑

'p →		 〈𝑤, 𝑠' − 𝑠0〉~𝒩(0, 𝜎6'𝑑') 

→ 𝑃(𝑎t- = 1|𝑎- = 1) = 𝑃(𝑎t- = 2|𝑎- = 2) = 1 − 𝑄 |
𝑑'

2𝜎6𝑑
} = 1 − 𝑄 o

𝑑
2𝜎6

p 

𝑃(𝐶) = 1 − 𝑄 o
𝑑
2𝜎6

p 	→ 				𝑃(𝐸) = 𝑄o
𝑑
2𝜎6

p 

ENERGIA DEI SEGNALI  

𝐸T0 = 〈𝑠0(𝑡), 𝑠0(𝑡)〉 = e𝑠0, 𝑠0f = ∑ 𝑠0,8' 		𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑑𝑎	𝑂 = Z𝐸T0
𝐸T' = e𝑠', 𝑠'f = ∑ 𝑠',8' 	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑑𝑎	𝑂 = Z𝐸T'																														

¨
𝐸𝑁𝐸𝑅𝐺𝐼𝐴	𝑀𝐸𝐷𝐼𝐴	𝐷𝐸𝐿𝐿𝐴	

𝑆𝐸𝐺𝑁𝐴𝐿𝐴𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸
𝐸T =

1
2𝐸T0 +

1
2𝐸T'

 

 

MODULAZIONE BINARIA  
COEFFICIENTE DI CORRELAZIONE TRA DUE VETTORI  

𝜌 =
〈𝑠0(𝑡), 𝑠'(𝑡)〉
Z𝐸T0𝐸T'

				|𝜌| ≤ 1							
𝑠𝑒	𝑠0(𝑡) = −𝑠'(𝑡) → 	𝜌 = −1	
𝑠𝑒	𝑠0(𝑡) = 𝑠'(𝑡) → 	𝜌 = 1								
𝑠𝑒	𝑠0(𝑡) ⊥ 𝑠'(𝑡) → 	𝜌 = 0								

 

CASO 𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T' 
𝑠0 = yZ𝐸T, 0{						𝑠' = �𝜌Z𝐸T, Z𝐸T − 𝜌'𝐸T� = 	 �𝜌Z𝐸T, Z𝐸TZ1 − 𝜌'�					 
𝑑(𝑠0(𝑡), 𝑠'(𝑡)) = Z2𝐸T(1 − 𝜌) 

𝑃(𝐸) = 𝑄 o
𝑑
2𝜎6

p = 𝑄«
Z2𝐸T(1 − 𝜌)

2𝜎6
¬ = 𝑄®o

𝐸T
𝜎6'
p o
1 − 𝜌
2 p¯	 

𝑐𝑜𝑛	𝑠𝑖𝑔𝑛𝑎𝑙	𝑡𝑜	𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒	𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜	(𝑆𝑁𝑅) = o
𝐸T
𝜎6'
p 

CASO SEGNALI ANTIPODALI → 𝑠0(𝑡) = −𝑠'(𝑡) → 	𝜌 = −1   à 𝑃(𝐸) = 𝑄 o°<3
J0.
p 

CASO SEGNALI ORTOGONALI →	𝑠0(𝑡) ⊥ 𝑠'(𝑡) → 	𝜌 = 0 à 𝑃(𝐸) = 𝑄 o° <3
'J0.

p 

(si assume sempre 𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T') 

(si assume sempre 𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T') 
MODULAZIONE BPSK ANTIPODALE  
(binary phase shift keying) 

𝑠0(𝑡) = ,𝐴𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓-𝑡)			𝑐𝑜𝑛	𝑡 ∈ [0, 𝑇]
0																																		𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒	

 

𝑠'(𝑡) = ,−𝐴𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓-𝑡)			𝑐𝑜𝑛	𝑡 ∈ [0, 𝑇]
0																																		𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒	

 

𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T' =
1
2𝐴

'𝑇						𝑇 ≫
1
𝑓-

 

 
 

(si assume sempre 𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T') 
MODULAZIONE BPSK ORTOGONALE  

𝑠0(𝑡) = , 𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓-𝑡)			𝑐𝑜𝑛	𝑡 ∈ [0, 𝑇]
0																																		𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒	

 

𝑠'(𝑡) = , 𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓-𝑡)			𝑐𝑜𝑛	𝑡 ∈ [0, 𝑇]
0																																		𝑎𝑙𝑡𝑟𝑜𝑣𝑒	

 

𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T' =
1
2𝐴

'𝑇						𝑇 ≫
1
𝑓-

 

 

RICEVITORE A SINGOLO FILTRO PER MODULAZIONE BINARIA CON 𝐸T = 𝐸T0 = 𝐸T' 

𝜙0(𝑡) =
𝑠0(𝑡) − 𝑠'(𝑡)
Z2𝐸T(1 − 𝜌)

							𝜙'(𝑡) =
𝑠0(𝑡) + 𝑠'(𝑡)
Z2𝐸T(1 + 𝜌)

 

I segnali 𝑠0, 𝑠'	sono alla stessa altezza nel piano generato dalla base 𝜙0(𝑡), 𝜙'(𝑡) 
Il piano viene diviso da un threshold “verticale” 𝑆 = <32$<3.

'. = <32$<3.
'U'<3(0$V)

 

𝑟 = [𝑟0, 𝑟'] → 		 𝑟'	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎	𝑙7𝑎𝑙𝑡𝑒𝑧𝑧𝑎, 𝑑𝑒𝑣𝑜	𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖	𝑏𝑎𝑠𝑎𝑟𝑚𝑖	𝑠𝑜𝑙𝑜	𝑠𝑢	𝑟1 

→	
𝑠𝑒	𝑟0 ≥ 𝑆		𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎	𝑎t- = 1
𝑠𝑒	𝑟0 < 𝑆		𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎	𝑎t- = 2 

MODULAZIONE M-ARIA   𝑠0(𝑡)… 𝑠W(𝑡)		𝑀	𝑠𝑒𝑔𝑛𝑎𝑙𝑖 → 	 𝑙𝑜𝑔'𝑀 = 𝑏𝑖𝑡	𝑝𝑒𝑟	𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑜	 
Simboli equiprobabili canale AWGN: 𝑃(𝑎- = 𝑚) = 0

W 
PROBABILITA’ DI ERRORE  

𝑃(𝐸) =K 𝑃(𝑎t- ≠ 𝑚|𝑎- = 𝑚)𝑃(𝑎- = 𝑚)
W

5)0
 

→ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑠𝑐𝑜	&(,5´𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜	𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜	𝑐ℎ𝑒	𝑟	𝑠𝑖𝑎	𝑝𝑖ù	𝑣𝑖𝑐𝑖𝑛𝑜	𝑎	𝑠(	𝑐ℎ𝑒	𝑎	𝑠5µ → {𝑎t- ≠ 𝑚|𝑎- = 𝑚} = ¶ &(,5	
(X5

 

𝑃(𝐸)Y?@Z8+D =K 𝑃«¶&(,5	
(X5

¬𝑃(𝑎- = 𝑚) ≤K K 𝑃j&(,5k𝑃(𝑎- = 𝑚)
(X5

W

5)0

W

5)0
 

→ 	𝑃j&(,5k = 𝑃 l𝑑j𝑟, 𝑠(k < 𝑑j𝑟, 𝑠5km = 𝑄 o
𝑑(,5
2𝜎6

p 

𝑃(𝐸) ≤
1
𝑀K K 𝑄o

𝑑(,5
2𝜎6

p
(X5

W

5)0
→ 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑜𝑛𝑜

𝑀(𝑀 − 1)
2 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑒 → 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑜	𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑	𝑚𝑖𝑔𝑙𝑖𝑜𝑟𝑒 

UPPER BOUND 
𝑢𝑠𝑜	𝑙𝑎	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎	𝑡𝑟𝑎	𝑚	𝑒	𝑔𝑙𝑖	𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖	𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑖:	𝑚𝑖𝑛(j𝑑(,5k = 𝑑58(,5				(𝑝𝑒𝑟	𝑀 − 1	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖) 

𝑃(𝐸) ≤
1
𝑀K K 𝑄o

𝑑(,5
2𝜎6

p
(X5

W

5)0
≤
𝑀 − 1
𝑀 K 𝑄o

𝑑58(,5
2𝜎6

p
W

5)0
= 𝑈𝑃𝑃𝐸𝑅	𝐵𝑂𝑈𝑁𝐷	1 

𝑢𝑠𝑜	𝑙𝑎	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎	𝑡𝑟𝑎	𝑜𝑔𝑛𝑖	𝑐𝑜𝑝𝑝𝑖𝑎	𝑑𝑖	𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑖:	𝑑58( (per M punti) 

𝑃(𝐸) ≤
𝑀 − 1
𝑀 𝑀𝑄 o

𝑑58(
2𝜎6

p ≤ (𝑀 − 1)𝑄 o
𝑑58(
2𝜎6

p = 𝑈𝑃𝑃𝐸𝑅	𝐵𝑂𝑈𝑁𝐷	2	(𝑝𝑖ù	𝑙𝑎𝑠𝑐𝑜, 𝑢𝑠𝑜	1	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎) 

LOWER BOUND 

𝑃(𝐸) ≥
1
𝑀K 𝑃j&([,,5k

W

5)0
≥
1
𝑀K 𝑄o

𝑑58(,5
2𝜎6

p
W

5)0
= 𝐿𝑂𝑊𝐸𝑅	𝐵𝑂𝑈𝑁𝐷	𝑐𝑜𝑛	𝑛·	𝑝𝑖ù	𝑣𝑖𝑐𝑖𝑛𝑜	𝑎	𝑚 

 
	 
 

MODULAZIONE ORTOGONALE (tutti i segnali della segnalazione sono ortogonali) 
 𝑠0(𝑡)… 𝑠5(𝑡)					𝑠5(𝑡) ≠ 0					〈𝑠8(𝑡), 𝑠=(𝑡)〉 = 0			∀𝑖 ≠ 𝑗 
Per la base ortonormale prendo i segnali stessi (sono tutti ortogonali)  

𝐼 = 𝑀					𝜙8(𝑡) =
𝑠8(𝑡)
Z𝐸++

		→ 			 𝑠5 = [0…0, °𝐸+4¹º»
5$@+85!

, 0…0] 

Simboli equiprobabili in canale AWGN con 𝐸+2 = 𝐸+.… = 𝐸+ = 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎	𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎	 

𝑑58(,5 = 𝑑58( = Z2𝐸+ → 𝐵𝑂𝑈𝑁𝐷		𝑄 |
Z2𝐸+	
2𝜎6

} ≤ 𝑃(𝐸) ≤ (𝑀 − 1)𝑄|
Z2𝐸+	
2𝜎6

} 

 PAM (PULSE AMPLITUDE MODULATION) 
𝑠5(𝑡) = 𝛼5ℎ,P(𝑡)								𝛼5 = 2𝑚 − 1 −𝑀				𝑚 = 1…𝑀	(𝑀	𝑝𝑎𝑟𝑖)							𝑠5 = y𝛼5Z𝐸\{														𝑏𝑎𝑠𝑒	𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒	𝐼 = 1 →	ℎ,P →	𝛼5	è	𝑢𝑛𝑜	𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜	𝑑𝑖	ℎ,P 
BASE 𝜙0(𝑡) =

\56
U<7

															𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑡𝑟𝑎	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖	𝑠𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒	𝑢𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒 = 𝑑58( = 2Z𝐸\																𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑡𝑟𝑎	𝑢𝑛	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜	𝑒	𝑖𝑙	𝑐𝑜𝑛𝑓𝑖𝑛𝑒	𝑑𝑖	𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛𝑒 = Z𝐸\ 

ENERGIA MEDIA PER SIMBOLI EQUIPROBABILI 

𝐸+ =
1
𝑀K 𝐸+4

W

5)0
=
1
𝑀K 𝛼5' 𝐸\

W

5)0
=
1
𝑀K (2𝑚 − 1 −𝑀)'𝐸\

W

5)0
=
𝑀' − 1
3 𝐸\ 														→ 𝐸\ =

3𝐸+
𝑀' − 1 

PROBABILITA’ DI ERRORE  

𝑃(𝐸) =K 𝑃(𝐸|𝑎- = 𝑚)𝑃(𝑎- = 𝑚)
W

5)0
=
1
𝑀K 𝑃(𝐸|𝑎- = 𝑚)

W

5)0
																										𝑟 = 𝑠( +𝑤(					𝑐𝑜𝑛	𝑤(~𝒩(0, 𝜎6') 

𝑃(𝐸|𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑜	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜) = 𝑃j𝑟 > 𝑠8(: +Z𝐸\ 	∨ 	𝑟 < 𝑠8(: −Z𝐸\Y𝑎- = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜k = 𝑃j𝑤 > Z𝐸\ 	∨ 	𝑤 < −Z𝐸\k = 𝑃j𝑤 > Z𝐸\k + 𝑃j𝑤 < −Z𝐸\k = 2𝑄 |
Z𝐸\
𝜎6

} 

𝑃(𝐸|𝑠𝑖𝑚𝑏𝑜𝑙𝑜	𝑒𝑠𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜) = 𝑃j𝑟 > 𝑠@&: +Z𝐸\Y𝑎- = 𝑒𝑠𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜k = 𝑄 o
𝑑+0,+'
2𝜎6

p = 𝑄|
2Z𝐸\
2𝜎6

} = 𝑄 |
Z𝐸\
𝜎6
} 

𝑃(𝐸),], =
1
𝑀 ½2𝑄 |

Z𝐸\
𝜎6

} + (𝑀 − 2)2𝑄 |
Z𝐸\
𝜎6

}¾ = 2 o1 −
1
𝑀p𝑄 |

Z𝐸\
𝜎6
} = 2o1 −

1
𝑀p𝑄®

3𝐸+
(𝑀' − 1)𝜎6

'¯																
𝑃𝑅𝑂𝐵𝐴𝐵𝐼𝐿𝐼𝑇𝐴7	𝐷𝐼	𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅𝐸	
𝑆𝑈𝐿	𝐵𝐼𝑇	(𝑐𝑜𝑛	𝑚𝑎𝑝𝑝𝑎	𝑑𝑖	𝑔𝑟𝑎𝑦):	𝑃 8: =

𝑃(𝐸)
𝑙𝑜𝑔'𝑀

 

 

MODULAZIONE BIORTOGONALE (M PARI) 

𝑀	𝑠𝑒𝑔𝑛𝑎𝑙𝑖 £
𝑀
2� 𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑖	𝑠0(𝑡), 𝑠_(𝑡) … 𝑠5$0(𝑡)																																		

𝑀
2� 	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑎𝑛𝑡𝑖𝑝𝑜𝑑𝑎𝑙𝑖 → 	 𝑠'(𝑡) = −𝑠0(𝑡)… 𝑠W(𝑡) = −𝑠5$0(𝑡)

 

Ortogonali sono distanti Z2𝐸+      antipodali sono distanti dal loro segnale2Z𝐸+ 

BOUND 𝑄 oU'</	'J0
p ≤ 𝑃(𝐸) ≤ (𝑀 − 2)𝑄 oU'</	'J0

p + 𝑄o'U</	'J0
p 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
CODIFICA DI CANALE  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
CODICI LINEARI A BLOCCO  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
TEORIA DELL’INFORMAZIONE  
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                                                                                      CANALE NUMERICO M-ARIO SENZA MEMORIA g->CASO PARTICOLARE: CANALE BINARIO SENZA MEMORIA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             CODIFICA DI SORGENTE 
 
 
 
 
 
 
 

QAM (QUADRATURE AMPLITUDE MODULATION)    
→ 𝑠8(𝑡) = 𝛼8,9ℎ:;(𝑡) cos(2𝜋𝑓<𝑡 + 𝜑<) − 𝛼8,=ℎ:;(𝑡) sen(2𝜋𝑓<𝑡 + 𝜑<) 								𝑚 = 1…𝑀.								𝛼8,9, 𝛼8,= ∈ {−(𝐿 − 1),−(𝐿 − 3)…− 1,1,3…(𝐿 − 3), (𝐿 − 1)}								 
	𝑀 = 𝐿>								𝛼?,9 = (2𝑘 − √𝑀 − 1) 
BASE (𝐻𝑜	𝑠𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒	𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒	2	𝑐𝑜𝑛	𝑐𝑜𝑠 ⊥ 𝑠𝑒𝑛	𝑝𝑒𝑟	𝑓< ≫

@
:
) 

𝜙@ = ℎ:;(𝑡) cos(2𝜋𝑓<𝑡 + 𝜑<)N
>
A!
												𝜙> = −ℎ:;(𝑡) sen(2𝜋𝑓<𝑡 + 𝜑<)N

>
A!
																	𝑠8 = ONA!

>
𝛼8,9, N

A!
>
𝛼8,=P	  

ENERGIA MEDIA PER SIMBOLI EQUIPROBABILI 

𝐸B =
@
C
∑ 𝐸B"
C
8D@ =	 @

C
∑ ST𝛼8,9N

A!
> U

>

+ T𝛼8,=N
A!
> U

>

VC
8D@ = A!

>C
∑ WX𝛼8,9Y

> + X𝛼8,=Y
>ZC

8D@ = >A!
>C
∑ X𝛼8,9Y

>C
8D@ = >A!

>C √𝑀∑ X2𝑘 − √𝑀 − 1Y
>√C

?D@ = A!(CG@)
I

														  

→ 𝐸J =
IA#
CG@

  
PROBABILITA’ DI ERRORE  

𝑑8KL = [2𝐸J									𝑑MNOPN = NA!
>
								𝑟 = 𝑠L +𝑤L													𝑀 − 𝑄𝐴𝑀	

QKRN	T:V	OWXKNLK													
QKRN	Y:V(ZG>)OWXKNLK
QKRN	[:(ZG>)$	OWXKNLK

  

REGIONE A (∟): 𝑃(𝐶|𝑎<𝑡𝑖𝑝𝑜𝐴) = 𝑃T𝑤@ > −NA!
>
	∧ 	𝑤> > −NA!

>
f𝑎< ∈ 𝐴U = g𝑄 h−N A!

>\%$
ij
>

= g1 − 𝑄 hN A!
>\%$

ij
>

  

REGIONE B (⊔): 𝑃(𝐶|𝑎<𝑡𝑖𝑝𝑜𝐵) = 𝑃 T𝑤@ ∈ m−N
A!
>
, NA!

>
n	∧	𝑤> > −NA!

>
f𝑎< ∈ 𝐵U = g𝑄 h−N A!

>\%$
i − 𝑄 hN A!

>\%$
ij𝑄 h−N A!

>\%$
i = T1 − 2𝑄 hN A!

>\%$
iUT1 − 𝑄 hN A!

>\%$
iU  

REGIONE C (o): 𝑃(𝐶|𝑎<𝑡𝑖𝑝𝑜𝐶) = 𝑃 T𝑤@ ∈ m−N
A!
>
, NA!

>
n ∧ 𝑤> ∈ m−N

A!
>
, NA!

>
n f𝑎< ∈ 𝐶U = g1 − 2𝑄 hN A!

>\%$
ij
>

  

𝑃(𝐸):]: =
@
C
∑ X1 − 𝑃(𝐶|𝑎< = 𝑚)YC
8D@ = ⋯ = 4 ZG@

Z
𝑄 hN A!

>\%$
i − T2 ZG@Z 𝑄hN A!

>\%$
iU

>

≈ 4 ZG@
Z
𝑄 hN A!

>\%$
i ≈ 4r1 − @

√C
s𝑄hN I

(CG@)
A!
>\%$

i  

𝑃𝑅𝑂𝐵𝐴𝐵𝐼𝐿𝐼𝑇𝐴^𝐷𝐼	𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅𝐸	𝑆𝑈𝐿	𝐵𝐼𝑇	(𝑐𝑜𝑛	𝑚𝑎𝑝𝑝𝑎	𝑑𝑖	𝑔𝑟𝑎𝑦):	𝑃MKQ =
𝑃(𝐸)
𝑙𝑜𝑔>𝑀

 

 
 

SEGNALI A TEMPO DISCRETO 𝑥(𝑛𝑇): 𝑇𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑜	𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑎𝑙𝑒 
CONVOLUZIONE A TEMPO DISCRETO  
𝑧(𝑛𝑇) =�𝑥(𝑘𝑇)𝑦((𝑛 − 𝑘)𝑇) 
CAMPIONAMENTO 𝑦(𝑛𝑇) = 𝑥(𝑛𝑇): 𝑥	𝑎	𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜	𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑜 
INTERPOLAZIONE  
𝑦(𝑡) =�𝑥(𝑛𝑇)ℎ(𝑡 − 𝑛𝑇) 	 ∶ ℎ	𝑟𝑖𝑝𝑠𝑜𝑠𝑡𝑎	𝑖𝑚𝑝𝑢𝑙𝑠𝑖𝑣𝑎 

QUANTIZZAZIONE UNIFORME 
∆: 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑜	𝑑𝑖	𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑧𝑧𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒						𝐿: 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑙𝑖𝑣𝑒𝑙𝑙𝑖	𝑑𝑖	𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑧𝑧𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	 
𝑉B_Q: 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒	𝑑𝑖	𝑠𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒						𝑏: 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑏𝑖𝑡	𝑝𝑒𝑟	𝑐𝑎𝑚𝑝𝑖𝑜𝑛𝑒 

0 < 𝑦 < ∆→ 𝑦= =
∆
2
												∆< 𝑦 < 2∆→ 𝑦= =

3∆
2
				….							𝑉B_Q =

𝐿
2
∆									𝐿 = 2M	 

𝑠𝑒	|𝑦8| ≤ 𝐴 → 𝑉B_Q = 𝐴								𝑠𝑒	𝑦8 ∈ {𝐴, 𝐵} → 𝑉B_Q = max{|𝐴|, |𝐵|} 						𝑖𝑛	𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙𝑒: 𝑦8 ∈ [−𝑉B_Q, 𝑉B_Q] 
PROBABILITA’ DI SATURAZIONE (𝜀: 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑝𝑟𝑜𝑔𝑒𝑡𝑡𝑜) 

𝑦8~𝒩(0, 𝜎9>) → 𝑃B_Q`O_aKNLW = 𝑃(𝑦8 ∉ [−𝑉B_Q, 𝑉B_Q]) ≤ 𝜀			 → 𝑃B_Q = 2𝑄 h
𝑉B_Q
𝜎9
i = 𝜀 →	𝑉B_Q = 𝑄G@ r

𝜀
2
s𝜎9 

ERRORE GRANULARE 

𝑒b = 𝑦8 − 𝑦8
= 	→ 𝑒b ∈ g−

∆
2
,
∆
2
j				𝑃c"(𝑎) ≈ 𝑃c"X𝑦8

=Y				𝑃W&(𝑎) =
1
∆
				𝐸X𝑒bY = 0			 

𝐸X𝑒b>Y = ∫ 𝑃W&(𝑎)𝑎
>𝑑𝑎 = ∆$

@>
∆/>
G∆/>   

RAPPORTO SEGNALE-RUMORE DI QAUNTIZZAZIONE 

Λb =
𝐸(𝑦8> )
𝐸X𝑒b8> Y

=
12𝐿>𝜎9>

4𝑉B_Q>
=
3𝐿>𝜎9>

𝑉B_Q>
=
3	2>M𝜎9>

𝑉B_Q>
										𝑐𝑜𝑛	𝐸(𝑦8>) = 𝜎9> 

XΛbYPY = 10 log> Λb = 20𝑙𝑜𝑔
𝜎9
𝑉B_Q

+ 10𝑙𝑜𝑔3 + 𝑏20𝑙𝑜𝑔2 = 20𝑙𝑜𝑔
𝜎9
𝑉B_Q

+ 4,77 + 6,02𝑏 

MAPPA di  
GRAY  
M=2M=4 M=8 
0      00     000 
1      01     001 
        11     011 
        10     010 
                 110 
                 111 
                 101 
                 100 

SOMMATORIE UTILI 

K 𝑛
C

()0
=
𝑁(𝑁 + 1)

2  

K 𝑛'
C

()0
=
𝑁(𝑁 + 1)(2𝑁 + 1)

6  

K 𝑛_
C

()0
= o

𝑁(𝑁 + 1)
2 p

'

 

CODIFICA A BLOCCO  
Un vettore di k bit viene codificato in un vettore di n bit (𝑛 > 𝑘)	che costituisce una parola di codice	𝒞 = {2?𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑒	𝑑𝑖	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑙𝑢𝑛𝑔ℎ𝑒	𝑛}  
Obbiettivo: rilevare e correggere errori introdotti dal canale di trasmissione 		 
𝑏: 𝑏𝑖𝑡	𝑡𝑟𝑎𝑠𝑚𝑒𝑠𝑠𝑖 → 𝑐: 𝑣𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑒	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑜 ∈ 𝒞 → �̃�: 𝑣𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑒	𝑟𝑖𝑐𝑒𝑣𝑢𝑡𝑜 ∉ 𝒞 → 𝑏�: 𝑏𝑖𝑡	𝑑𝑒𝑐𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖 → �̂�: 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑎	𝑑𝑖	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑑𝑒𝑐𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑎	 		 
𝑖𝑛	𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙𝑒	X𝑐 = [𝑐@…𝑐L]Y ≠ X�̃� = [𝑐@̃… �̃�L]Y	𝑐𝑖𝑜è	�̃�K = (𝑐K + 𝑒K)>				𝑒K ∈ {0,1} 
Obbiettivo: minimizzare la probabilità di errore nel processo di decodifica  
PROBABILITA’ DI DECISIONE CORRETTA  

𝑃(𝐶) = 𝑃X𝑏� = 𝑏Y =� 𝑃X𝑏� = 𝑏|𝑐 = 𝑐<Y𝑃(𝑐 = 𝑐<)
f'∈𝒞

	 

r𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜	𝑟𝑖𝑐𝑒𝑣𝑜	𝑐̃ = 𝛽	𝑑𝑒𝑐𝑖𝑑𝑜	𝑝𝑒𝑟	𝑙𝑎	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑎	𝑐̂ = 𝛼s 

MAP	→ �̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥i∈𝒞𝑃 r	𝑐̃ = 𝛽£𝑐 = 𝛼s𝑃X𝑐 = 𝛼Y                 ML → 𝑃X𝑐 = 𝛼Y = @
jfj
= 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑒	𝑒𝑞𝑢𝑖𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖 → 𝑐̂ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥i∈𝒞𝑃r	�̃� = 𝛽£𝑐 = 𝛼s 

CANALE BINARIO SIMMETRICO SENZA MEMORIA (L’errore introdotto dal canale è indipendente per ciascuno bit (senza memoria)) 

𝑃 r	�̃� = 𝛽£𝑐 = 𝛼s = 𝑃(	𝑐@¤ = 𝛽@…𝑐L¤ = 𝛽L|𝑐@ = 𝛼@…𝑐L = 𝛼L) =¥ 𝑃(
k

KD@
𝑐l¤ = 𝛽K|𝑐K = 𝛼K) 

Simmetrico: 𝑃(𝑐l¤ = 1|𝑐K = 0) = 𝑃(𝑐l¤ = 0|𝑐K = 1) = 𝑃W 								→ 𝑃(𝑐l¤ = 𝛽K|𝑐K = 𝛼K) = ¦1 − 𝑃W						𝛽K = 𝛼K	
𝑃W														𝛽K ≠ 𝛼K	

 

DISTANZA DI HAMMING 
𝑎 = [𝑎@…𝑎L]								𝑏 = [𝑏@…𝑏L]							𝑎K, 𝑏K ∈ {0,1} 
𝑑mX𝑎, 𝑏Y = #	𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑖𝑛	𝑐𝑢𝑖	𝑙𝑒	𝑑𝑢𝑒	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑒	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒, 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖	𝑏𝑖𝑡	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖	𝑛𝑒𝑙𝑙𝑎	𝑠𝑡𝑒𝑠𝑠𝑎	𝑝𝑜𝑠𝑖𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 

trasmissione in canale binario simmetrico senza memoria con parole equiprobabili: 𝑃 r	𝑐̃ = 𝛽£𝑐 = 𝛼s = 𝑃W
P(ni,op(1 − 𝑃W)

LGP(ni,op   

ML diventa: �̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥i∈𝒞𝑃W
P(ni,op(1 − 𝑃W)

LGP(ni,op = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥i∈𝒞 r
q)
@Gq)

s
P(ni,op

(1 − 𝑃W)L = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥i∈𝒞 r
q)
@Gq)

s
P(ni,op

   

𝑠𝑒	𝑃W <
@
>
:						r q)

@Gq)
s < 1				 → 		 �̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛i∈𝒞𝑑m r𝛼, 𝛽s = 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜	𝑀𝐷    

𝑠𝑒	𝑃W ≥
@
>
:						©

q)D
*
$					JN	RONM.		

*
$	PK	QONs_OW	XK`BQN	N	BM_XtK_QN,fN8W	BW	`BfKQ_	W	WLQO_Q_	uNBBWON	KLPKRWLPWLQK	

q)D@				f_8MK_	BW8ROW	Kt	MKQ,			M_BQ_	KLsWOQKOtK	Q`QQK	W	OWf`RWON	Kt	BWXL_tW	PK	KLXOWBBN	fNOOWQQN.				
q)v

*
$
,			q)w@				f_8MKN	Q`QQK	K	MKQ	_t	OKfWsKQNOW	W	_RRtKfN	Cx→8K	OKfNLP`fN	_t	f_BN	q)z

*
$
																						

  

BOUND DI HAMMING 
𝑡: 𝑟𝑎𝑔𝑔𝑖𝑜	𝑑𝑖	𝑐𝑖𝑟𝑐𝑜𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑧𝑎	𝑎𝑡𝑡𝑜𝑟𝑛𝑜	𝑎	𝑐, 𝑡𝑢𝑡𝑡𝑒	𝑙𝑒	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑒	�̃�	𝑝𝑒𝑟	𝑐𝑢𝑖	𝑑mX𝑐̃, 𝑐Y ≤ 𝑡	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜	𝑙𝑎	𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑖	𝑑𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑖	𝑐 
𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑒	�̃�	𝑐𝑜𝑛	𝑟	𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑖 = XLOY	−→ 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖	𝑐ℎ𝑒	𝑐𝑎𝑑𝑜𝑛𝑜	𝑖𝑛	𝑡𝑢𝑡𝑡𝑖	𝑖	𝑐𝑒𝑟𝑐ℎ𝑖 = 2?∑ XLOY ≤ 2LQ

OD<   
→ log> 2? + log>X∑ XLOY

Q
OD< Y ≤ log> 2L →

?
L
≤ 1 − @

L
log>X∑ XLOY

Q
OD< Y = 𝐵𝑂𝑈𝑁𝐷	𝐷𝐼	𝐻𝐴𝑀𝑀𝐼𝑁𝐺	  

𝑅𝐴𝑇𝐸	𝐷𝐸𝐿	𝐶𝑂𝐷𝐼𝐶𝐸 = ?
L
= #MKQ	P_	fNPKuKf_OW

#MKQ	fNPKuKf_QK
  

DISTANZA DI HAMMING MINIMA DI UN CODICE 𝑑8KL = min𝑑m( 𝛼K, 𝛼|)							𝑐𝑜𝑛	𝛼K, 𝛼| ∈ 𝒞, 𝛼K ≠ 𝛼|						𝑡 <
P"+,

>
  

NUMERO MASSIMO DI ERRORI RILEVO SEMPRE= 𝑑8KL − 1 

NUMERO MASSIMO DI ERRORI CHE CORREGGO SEMPRE= P"+,G@
>

® = ¯
P"+,G@

>
			𝑠𝑒	𝑑8KL𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖

P"+,G>
>

			𝑠𝑒	𝑑8KL𝑝𝑎𝑟𝑖
   

𝑎 = [𝑎@…𝑎L]								𝑏 = [𝑏@…𝑏L]				𝑐 = 𝑏𝑖𝑡			𝑎K, 𝑏K, 𝑐 ∈ {0,1}									CAMPO	𝔽 = ({0,1}, +,•) 					− −−> 					SAPZIO	VETTORIALE	𝕍 = 𝔽L 
SOMMA 𝑎 + 𝑏 = [𝑎@ + 𝑏@…𝑎L + 𝑏L]     PRODOTTO 𝑐𝑎 = [𝑐𝑎@…𝑐𝑎L]      --->      𝑐@𝑎 + 𝑐>𝑏 ∈ 𝕍											𝑎 + 𝑎 = 0 → 𝑎 = −𝑎 
PESO DI HAMMING (NORMA PER 𝕍) £À𝑥À£

m
= 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜	𝑑𝑖	𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖	(𝑏𝑖𝑡)𝑑𝑒𝑙	𝑣𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑒	𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖	𝑑𝑎	𝑧𝑒𝑟𝑜 

1) £À𝑥À£
m
≥ 0						2) £À𝑥À£

m
= 0⟺ 𝑥 = 0 = [0…0]						3) £À𝑥@ + 𝑥>À£

m
≤ £À𝑥@À£

m
+ £À𝑥>À£

m
										4) £À𝑎𝑥À£

m
= |𝑎| £À𝑥À£

m
     

DISTANZA DI HAMMING 𝑑mX𝑥@, 𝑥>Y = £À𝑥@ − 𝑥>À£
m

 

CODICE LINEARE A BLOCCO:	𝒞	è	𝑢𝑛	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒	𝑎	𝑏𝑙𝑜𝑐𝑐𝑜	𝑠𝑒	è	𝑢𝑛	𝑠𝑜𝑡𝑡𝑜𝑠𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜	𝑣𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙𝑒	𝑑𝑒𝑙𝑙𝑜	𝑠𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜	𝔽L → 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝒞, 𝑐@𝑎 + 𝑐>𝑏 ∈ 𝒞 
Trucco di verifica: 𝑎@ ∈ 𝒞 → 𝑎@ + 𝑎@ = 0 ∈ 𝒞 → 𝑠𝑒	0 	∉ 𝒞	𝑖𝑙	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑛𝑜𝑛	è	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒 → 𝑜𝑔𝑛𝑖	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒	𝑖𝑛𝑐𝑙𝑢𝑑𝑒	𝑖𝑙	𝑣𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑒	0	 
PESO DI HAMMING DI UN CODICE LINEARE A BLOCCO: 𝑊8KL(𝒞) = min

_w<∈𝒞
£À𝑎À£

m
= min

_wM
𝑑mX𝑎, 𝑏Y   

𝑊8KL(𝒞) = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜	𝑝𝑒𝑠𝑜	𝑡𝑟𝑎	𝑡𝑢𝑡𝑡𝑖	𝑞𝑢𝑒𝑙𝑙𝑖	𝑑𝑒𝑙𝑙𝑒	𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑒	𝑑𝑖	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	 ≠ 0, 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒	𝑐𝑜𝑛	𝑙𝑎	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑧𝑎	𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎	𝑑𝑖	𝐻𝑎𝑚𝑚𝑖𝑛𝑔	𝑑𝑒𝑙	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	 
MATRICE GENERATRICE DI UN CODICE LINEARE  
𝑘	𝑏𝑖𝑡	𝑡𝑎𝑠𝑚𝑒𝑠𝑠𝑖	𝑐𝑜𝑛	𝑏 		− 				𝑛	𝑏𝑖𝑡	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖	𝑖𝑛	𝑐 

𝑐 = 𝐺	𝑏 			→ S
𝑐@
…
𝑐L
V = 𝑛 ÃÄ𝐺ÅÆ

?

S
𝑏@
…
𝑏?
V → Ç

𝑛	𝑟𝑖𝑔ℎ𝑒, 𝑘	𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒	𝑙𝑖𝑛. 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖:	𝑛 × 𝑘	𝑏𝑖𝑡	𝑛𝑒𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑟𝑖	𝑝𝑒𝑟	𝑟𝑎𝑝𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑒	𝑢𝑛	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒	
(𝑛 × 2?	𝑏𝑖𝑡	𝑝𝑒𝑟	𝑢𝑛	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑛𝑜𝑛	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒)

	𝑏𝑎𝑠𝑡𝑎	𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑𝑒𝑟𝑒	𝑘	𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑒	𝑑𝑖	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	(𝑑𝑖	𝑙𝑢𝑛𝑔ℎ𝑒𝑧𝑧𝑎	𝑛)𝑙𝑖𝑛. 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑒	𝑢𝑠𝑎𝑟𝑙𝑒	𝑐𝑜𝑚𝑒	𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒	
 

CODICE LINEARE IN FORMA SISTEMATICA (È un codice lineare ottenuto da una matrice generatrice in forma sistematica) 

𝐺 = g
𝐼?
𝐴j
→ 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑐𝑎	𝑘 × 𝑘.																		
→ 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝑑𝑖	𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒	(𝑛 − 𝑘)𝑘

→ 𝑐 = 𝐺	𝑏 = g
𝐼?
𝐴j𝑏 = g

𝑏
𝐴𝑏j

→ 𝑏𝑎𝑠𝑡𝑎	𝑚𝑒𝑚𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑎𝑟𝑒	𝑙𝑎	𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝐴 → 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑜𝑛𝑜	𝑠𝑜𝑙𝑜	(𝑛 − 𝑘)𝑘	𝑏𝑖𝑡
→ 𝐵𝐼𝑇	𝐷𝐼	𝑃𝐴𝑅𝐼𝑇𝐴^																																																																																											

 

È sempre possibile ottenere una matrice sistematica una matrice generatrice con combinazioni lineari delle colonne e permutazioni delle righe  
Cosi facendo cambia il codice ma le prestazioni rimangono le stesse 
Una matrice in froma sistematica garantisce la linearità del codice  
BOUND DI SINGLETON 
Per codici lineari a blocco (n,k) la distanza minima di Hamming del codice è limitata superiormente 𝑑8KL < 𝑛 − 𝑘 + 1 
 

DECODIFICA DI CODICI LINEARI  
MATRICE DI CONTROLLO DI PARITA’ 𝐻 controlla che la somma dei bit trasmessi sia effettivamente quella che ci aspettiamo 
-> deve soddisfare: 𝐻	𝑎 = 0 		⇔	𝑎 ∈ 𝒞 
𝐻	è	𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝑑𝑖	𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙𝑙𝑜	𝑑𝑖	𝑝𝑎𝑟𝑖𝑡à	𝑑𝑖	𝑢𝑛	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒	𝒞	𝑐𝑜𝑛	𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒	𝐺 	⟺	𝐻𝐺 = 0	𝑒	𝑅𝐴𝑁𝐺𝑂X𝐻Y = 𝑛 − 𝑘 
RANGO = # di righe o colonne linearmente indipendenti  

MATRICE DI CONTROLLO DI PARITA’ PER CODICI IN FORMA SISTEMATICA:     𝐺 = g
𝐼?
𝐴j						𝐻 = Ä𝐴, 𝐼LG?Å 	→ 𝐸𝑠.		𝐺 = Ë

100
010
001
111

Ì						𝐻 = [111|1]    

DECODIFICA TRAMITE SINDROME  
SINDROME di una sequenza di n bit relativa ad un codice lineare con matrice di parità 𝐻: 
	𝑆𝐼𝑁𝐷𝑅𝑂𝑀𝐸	𝜎 = 𝐻𝑎						𝑐𝑜𝑛	𝑎	𝑠𝑒𝑞. 𝑑𝑖	𝑏𝑖𝑡					𝜎 = 0	 ⟺ 𝑎 ∈ 𝒞 
𝐶𝑂𝑆𝐸𝑇	𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑜	𝑎𝑑	𝑢𝑛𝑎	𝑆𝐼𝑁𝐷𝑅𝑂𝑀𝐸 = 𝑖𝑛𝑠𝑖𝑒𝑚𝑒	𝑑𝑖	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑒	𝑎	𝑡𝑎𝑙𝑖	𝑐ℎ𝑒	𝑙𝑎	𝑙𝑜𝑟𝑜	𝑠𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜𝑚𝑒	è	𝜎: 𝐶𝑂𝑆𝐸𝑇X𝜎Y = Ã𝑎:𝐻𝑎 = 𝜎Í					|𝑐𝑜𝑠𝑒𝑡| = 	2? 
Data una seq. 𝑎	con sindrome 𝜎, 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑡(𝜎)={sequenze 𝑎 + 𝛿				∀𝛿 ∈ 𝒞}						𝑖𝑛𝑓𝑎𝑡𝑡𝑖	𝐻X𝑎 + 𝛿Y = 𝐻𝑎 +𝐻𝛿 = 𝐻𝑎 + 0 = 𝜎 
DECODIFICA A MINIMA DISTANZA (CON SINDROME)  
Cerchiamo la parola di codice 𝛿 ∈ 𝒞 a minima distanza di Hamming da 𝑎:  con 𝛽 = 𝑎 − 𝛿 → 𝛽	è	𝑛𝑒𝑙	𝑐𝑜𝑠𝑒𝑡 r𝜎X𝑎Ys 

𝛿Ð = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛}∈𝒞	𝑑mX𝑎, 𝛿Y = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 £À𝑎 − 𝛿À£
m
= 𝑎 + 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 Ñ£𝛽£Ñ

m
= 𝑎 + 𝛽8KL r𝜎X𝑎Ys   

1)	𝑐𝑎𝑙𝑐𝑜𝑙𝑜	𝑙𝑎	𝑠𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜𝑚𝑒	𝜎X𝑎Y = 𝐻	𝑎																																																																																																																																																								

2)	𝑡𝑟𝑜𝑣𝑜	𝑛𝑒𝑙	𝑐𝑜𝑠𝑒𝑡 r𝜎X𝑎Ys 	𝑢𝑛𝑎	𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑎	𝑐𝑜𝑛	𝑝𝑒𝑠𝑜m	𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜: 𝛽8KL r𝜎X𝑎Ys 																	3)	𝑐𝑎𝑙𝑐𝑜𝑙𝑜	𝛿Ð = 𝑎 + 𝛽8KL r𝜎X𝑎Ys
																																																																																				

 

CODICI DI HAMMING  
È un codice lineare a blocco che ha matrice di parità che contiene nelle colonne tutte le parole non nulle di lunghezza (n-k)  

𝐻 = [•]Ò
L

}𝑛 − 𝑘 →	
(𝑛 − 𝑘)𝑟𝑖𝑔ℎ𝑒																																																																																				
𝑛 = 2LG? − 1 = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑛𝑒 = #𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑧𝑒	𝑑𝑖	(𝑛 − 𝑘)𝑏𝑖𝑡 ≠ 0

 

PRESTAZIONI DEI CODICI DI HAMMING       𝑑8KL	𝑑𝑖	𝑢𝑛	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑐𝑒	𝑑𝑖	𝐻𝑎𝑚𝑚𝑖𝑛𝑔 → 𝑑8KL = 3 
I codici di Hamming soddisfano il Bound di Hamming come eguaglianza:?

L
= 1 − @

L
log>X∑ XLOY

Q
OD< Y             #max di errori sempre corretti t=1 

INFROMAZIONE  
𝑆𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜	𝑑𝑖	𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖	Ω = {𝐴@…𝐴L}	𝑐𝑜𝑛	𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡à	𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑎	𝑃(𝐴K) 
𝐹𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑖	𝑢𝑛	𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜	𝐴:			𝑖(𝐴) = 𝑔X𝑃(𝐴)Y = −𝑙𝑜𝑔𝑃(𝐴) = 𝑙𝑜𝑔 @

q(T)
				→ 𝑏𝑎𝑠𝑒	2: [𝑏𝑖𝑡] 𝑏𝑎𝑠𝑒⁄ 𝑒:	[𝑛𝑒𝑝𝑒𝑟]		   

1)	𝑖(𝐴) ≥ 0	∀𝐴.												2)	𝑖(Ω) = 0			(Ω = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜	𝑠𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜	𝑑𝑒𝑔𝑙𝑖	𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖 = 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜	𝑐𝑒𝑟𝑡𝑜) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜	𝑐𝑒𝑟𝑡𝑜	𝑛𝑜𝑛	𝑚𝑖	𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎	𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	 
3)	𝑃(𝐴) ≤ 𝑃(𝐵) 	⇒ 	𝑖(𝐴) ≥ 𝑖(𝐵) → 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑚𝑒𝑛𝑜	𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖	𝑚𝑖	𝑝𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑜	𝑝𝑖ù	𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒, 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑙𝑖		𝑐ℎ𝑒	𝑐𝑜𝑛𝑜𝑠𝑐𝑜	𝑔𝑖à	𝑛𝑜𝑛	𝑚𝑖	𝑑𝑎𝑛𝑛𝑜	𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 
4)	𝐴	𝑒	𝐵	 ∈ Ω	𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖	 ⇒ 𝑖𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑒𝑙𝑙^𝑎𝑣𝑣𝑒𝑛𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜	𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑡𝑎𝑛𝑒𝑜	𝑑𝑒𝑖	𝑑𝑢𝑒	𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑖(𝐴⋂𝐵) = 𝑖(𝐴) + 𝑖(𝐵)	 
FUNZIONE INFORMAZIONE DI UNA VAR. DISCRETA x 
𝑥 ∈ 𝐴~ = {𝑎@…𝑎L}			𝑝~(𝑎) = 𝑃(𝑥 = 𝑎) 	→ 𝑖~(𝑎) = 𝑖(𝑥 = 𝑎) = log> 1 𝑃~(𝑎)⁄ 						→ 𝑃~(𝑎) = 2GK(_) 
𝑠𝑒	𝐴 = Ã𝑥 ∈ {𝑎@…𝑎L}Í → 𝑖(𝐴) = −𝑙𝑜𝑔𝑃(𝐴) = −𝑙𝑜𝑔𝑃(𝑥 ∈ {𝑎@…𝑎L}) = −log	[𝑃~(𝑎@) +⋯+ 𝑃~(𝑎L)] 
ENTROPIA DI UNA VARIABILE ALEATORIA x (valore medio dell’informazione):	𝐻(𝑥) = 𝐸~X𝑖~(𝑥)Y = ∑ 𝑃~(𝑎)𝑖~(𝑎)_∈T- = ∑ 𝑃~(𝑎) log>

@
q-(_)_∈T-   

1)𝐻(𝑥) ≥ 0         2)	𝐻(𝑥) = 0	 ⇔ 𝑥	è	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 = 𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒	𝑢𝑛	𝑠𝑜𝑙𝑜	𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒	𝑐𝑜𝑛	𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡à	1 → ∑ 𝑃~(𝑎) log>
@

q-(_)_∈T- = 0 ⇔ 𝑃~(𝑎) = 0	⋁𝑃~(𝑎) = 1  
3)	𝐻(𝑥) ≤ log>𝑀 	𝑠𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒		𝑐𝑜𝑛	𝑀 = |𝐴~|𝑐𝑎𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑙𝑖𝑡à	𝑑𝑖	𝐴~	𝑒	𝑖(𝑥)è	𝑖𝑛	𝑏𝑎𝑠𝑒	2 → 	𝑠𝑒	𝑥	è	𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒	𝑠𝑢𝑙𝑙^𝑎𝑙𝑓𝑎𝑏𝑒𝑡𝑜𝐴~ → 𝐻(𝑥) = log>𝑀 
→ 0 ≤ 𝐻(𝑥) ≤ log>𝑀				 
VETTORI ALEATORI  
𝑥 = [𝑥@…𝑥L]	𝑐𝑜𝑛	𝑥K	𝑣. 𝑎. ∈ 𝐴K	(𝑜𝑔𝑛𝑖	𝑣. 𝑎. ℎ𝑎	𝑖𝑙	𝑠𝑢𝑜	𝑎𝑙𝑓𝑎𝑏𝑒𝑡𝑜) →	𝑥 ∈ 𝐴@ × 𝐴> ×…× 𝐴L 
𝐷𝐸𝑁𝑆𝐼𝑇𝐴^	𝐷𝐼	𝑃𝑅𝑂𝐵𝐴𝐵𝐼𝐿𝐼𝑇𝐴^	𝐶𝑂𝑁𝐺𝐼𝑈𝑁𝑇𝐴	𝐷𝐸𝐿	𝑉𝐸𝑇𝑇𝑂𝑅𝐸	𝑥:		𝑃~X𝑎Y = 𝑃(𝑥@ = 𝑎@, 𝑥> = 𝑎>…𝑥L = 𝑎L)							𝑐𝑜𝑛	𝑎 = [𝑎@…𝑎L] 
𝐹𝑈𝑁𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸	𝐼𝑁𝐹𝑂𝑅𝑀𝐴𝑍𝐼𝑂𝑁𝐸: 𝑖~X𝑎Y = log> 1 𝑃~X𝑎Y⁄ 		 

𝐸𝑁𝑇𝑅𝑂𝑃𝐼𝐴	𝐷𝐼	𝑈𝑁	𝑉𝐸𝑇𝑇𝑂𝑅𝐸	𝐴𝐿𝐸𝐴𝑇𝑂𝑅𝐼𝑂:		𝐻X𝑥Y = 𝐸 r𝑖~X𝑥Ys = 	∑ 𝑃~X𝑎Y log> 1 𝑃~X𝑎Y⁄_∈T*×…×T,   
DIPENDENZA TRA COPPIE DI V.A. 
𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎: 𝑑𝑎𝑡𝑜	𝑢𝑛	𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒	𝑑𝑖	𝑥 → 𝑦	𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑒	𝑢𝑛	𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑜: (𝑥 = 𝑎) ⟹ 𝑦 = 𝑓(𝑎) → 𝑃(𝑦 = 𝑓(𝑎)|𝑥 = 𝑎) = 1 
• 𝑠𝑒	𝑦	𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎	𝑑𝑖	𝑥 → 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥)																						(𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥) = 𝐻(𝑦) ⇔ 𝐻(𝑥) = 𝐻(𝑦)	𝑖𝑛	𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑒	𝑛𝑜𝑛	𝑣𝑎𝑙𝑒)	
• 𝑠𝑒	𝑦	𝑁𝑂𝑁	è	𝑓𝑢𝑛𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒	𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎	𝑑𝑖	𝑥 → 𝐻(𝑥, 𝑦) > 𝐻(𝑥)	
• 𝑠𝑒	𝑥, 𝑦	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖 → 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥) + 𝐻(𝑦) 
• 𝑠𝑒	𝑥, 𝑦	𝑁𝑂𝑁	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖 → 𝐻(𝑥, 𝑦) < 𝐻(𝑥) + 𝐻(𝑦) 
• 𝑠𝑒	𝑥 ∈ 𝐴~, 𝑦 ∈ 𝐴c	𝑐𝑜𝑛	𝑀~ = |𝐴~|,𝑀c = À𝐴cÀ → 𝑣𝑎𝑙𝑒	𝑠𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒	𝐻(𝑥, 𝑦) ≤ log>𝑀~ + log>𝑀c 
→ 0 ≤ max{𝐻(𝑥), 𝐻(𝑦)} ≤ 𝐻(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐻(𝑥) + 𝐻(𝑦) ≤ log>𝑀~ + log>𝑀c 
V.A. CONDIZIONATE  
𝑃~|c(𝑎|𝑏) = 𝑃(𝑥 = 𝑎|𝑦 = 𝑏) → 𝑖~|c(𝑎|𝑏) = log> 1 ∕ 𝑃~|c(𝑎|𝑏)				  
𝐸𝑁𝑇𝑅𝑂𝑃𝐼𝐴	𝐶𝑂𝑁𝐷𝐼𝑍𝐼𝑂𝑁𝐴𝑇𝐴								X𝑃~,c(𝑎, 𝑏) = 𝑃~|c(𝑎|𝑏)𝑃c(𝑏) → 𝑃~|c(𝑎|𝑏) = 𝑃~,c(𝑎, 𝑏) 𝑃c(𝑏)⁄ Y 
𝐻(𝑥|𝑦) = 𝐸~,c r𝑖~|c(𝑥|𝑦)s = ∑ 𝑃~,c(𝑎, 𝑏)𝑖~|c(𝑎|𝑏)_,M∈T-×T. = ∑𝑃~,c(𝑎, 𝑏) log> 1 𝑃~|c(𝑎|𝑏)⁄ = 	∑ 𝑃~,c(𝑎, 𝑏) log> 𝑃c(𝑏) 𝑃~,c(𝑎, 𝑏)⁄   
= ∑𝑃~,c(𝑎, 𝑏) log> 1 𝑃~,c(𝑎, 𝑏)⁄ −∑𝑃c(𝑏) log> 1 𝑃c(𝑏)⁄ = 𝐻(𝑥, 𝑦) − 𝐻(𝑦)  
𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥|𝑦) + 𝐻(𝑦) = 𝐻(𝑦|𝑥) + 𝐻(𝑥) 
ENTROPIA MEDIA PER SIMBOLO DI UN VETTORE ALEATORIO 𝑥 = [𝑥@…𝑥k]:				𝐻BK8MNtX𝑥Y =

@
k
𝐻X𝑥Y → 𝐻X𝑥Y = 𝑁𝐻BK8MNtX𝑥Y 

Se [𝑥@…𝑥k] sono indipendenti e hanno stessa entropia 𝐻BX𝑥Y = 𝐻(𝑥K)	 
SORGENTE SEMPRE ATTIVA-->VETTORE ALEATORIO DI LUNGHEZZA INFINITA 𝑥 = [𝑥G�…𝑥<…𝑥�], 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑖𝑡𝑜  
ENTROPIA MEDIA PER SIMBOLO 𝑠𝑢	𝑥	𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜:𝐻BX𝑥Y = lim

k→�
r @
>k�@

s𝐻([𝑥Gk…𝑥<…𝑥k]) = lim
k→�

r @
>k�@

s𝐻(𝑥K)(2𝑁 + 1) = 𝐻(𝑥K)	 

TASSO DI INFORMAZIONE DI UN MESSAGGIO (INFORMATION RATE) -->Sorgente genera simboli con periodo T: 𝑅X𝑥Y = @
:
𝐻BX𝑥Y = W

MKQ
BWf
Z 

TASSO DI INFORMAZIONE NOMINALE= @
:
log>𝑀     (Simboli indipendenti presi uniformemente da un alfabeto di cardinalità M) 

Vale sempre 𝑅X𝑥Y ≤ @
:
log>𝑀                                        TASSO DI SIMBOLO (symbol rate) -->𝑅(𝑥) = @

:
𝐻B(𝑥) = 𝑓𝐻B(𝑥) 

EFFICACIA DI UN MESSAGGIO: 𝜂X𝑥Y = ��~�
�tNX$C

= :��~�
���$C

= m#�~�
���$C

 
INFORMAZIONE MUTUA TRA DUE V.A. 
𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥) + 𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑦) + 𝐻(𝑥) − 𝐻(𝑦, 𝑥) = 𝑖(𝑦, 𝑥)																					𝑠𝑒	𝑥, 𝑦	𝑣. 𝑎. 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖	𝑖(𝑥, 𝑦) = 0 
𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥|𝑦) + 𝐻(𝑦) → 𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥) − 𝐻(𝑥|𝑦) = 𝐻(𝑦) + 𝐻(𝑦|𝑥)															𝑠𝑒	𝑦	𝑓𝑢𝑛𝑧. 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎	𝑑𝑖	𝑥	𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑦) 
INFORMAZIONE MUTUA PER SIMBOLO TRA DUE VETTORI ALEATORI:  𝑖B r𝑥, 𝑦s = 𝐻BX𝑥Y + 𝐻B r𝑦s − 𝐻B(𝑥, 𝑦) 

INFORMAZIONE MUTUA TRA DUE VETTORI ALEATORI FINITI:  𝑖 r𝑥, 𝑦s = 𝐻X𝑥Y + 𝐻 r𝑦s − 𝐻(𝑥, 𝑦) 
VALORI DELL’INFORMAZIONE MUTUA E BOUND 
0 ≤ 𝑖(𝑥, 𝑦) ≤ min{𝐻(𝑥), 𝐻(𝑦)} ≤ min	{log>𝑀~ , log>𝑀c} 
 
 

Canale senza memoria: 𝑃(𝑦L|𝑥L, 𝑥LG@…) = 𝑃(𝑦L|𝑥L)								𝑥L, 𝑦L ∈ 𝐴{𝑎@, 𝑎>…𝑎L}									|𝐴| = 𝑀 
Se M=2 𝑏: 𝑘	𝑏𝑖𝑡	𝑜𝑔𝑛𝑖	𝑇M → 𝐶𝑂𝐷 → 𝑐: 𝑛	𝑏𝑖𝑡	𝑜𝑔𝑛𝑖	𝑇f 							𝑘𝑇M = 𝑛𝑇f →

?
L
= :/

:0
≤ 1 → 𝑇M ≥ 𝑇f 

TASSO DI INFORMAZIONE  𝑅(𝑔) = @
:/
𝑖B r𝑥, 𝑦s =

@
:/
h𝐻B r𝑦s − 𝐻B r𝑦£𝑥si =

@
:/
h𝐻BX𝑥Y + 𝐻B r𝑦s − 𝐻B r𝑥, 𝑦si	 

𝑠𝑒	𝑛𝑜𝑛	𝑐𝑖	𝑠𝑜𝑛𝑜	𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑖	𝐻B r𝑦£𝑥s = 0 → 𝑅(𝑔) = 𝐻B r𝑦s = 𝐻X𝑥Y 
CAPACITA’ DEL CANALE: 𝐶(𝑔) = 𝑚𝑎𝑥�q-� 𝑅(𝑔) (max tasso di informazione del canale tra tutte le densità di probabilità dell’ingresso) 

CAPACITA’ per un canale AWGN: 𝐶(𝑔) = @
:
log> r1 +

\%$

\1$
s = @

:
log> r1 +

A#
\1$
s 									𝑐𝑜𝑛	𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡à	𝑑𝑖	𝑝𝑟𝑜𝑏. 𝑑𝑖	𝑥~𝒩(0, 𝜎9>) 

CANALE AWGN CON INGRESSO GAUSSIANO 𝐶(𝑔) = @
>
log> r1 +

\%$

\1$
s = 𝑖(𝑥, 𝑦)			𝑛𝑒𝑙	𝑐𝑎𝑠𝑜	𝑦 = 𝑥 + 𝑤, 𝑥	𝑒	𝑤	𝑔𝑎𝑢𝑠𝑠. 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖 

EFFICIENZA SPETTRALE: 𝐶B(𝑔) = 𝑚𝑎𝑥{q-}𝑖B(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑇f								[𝑏𝑖𝑡] = [𝑏𝑖𝑡 𝑠𝑒𝑐⁄ 𝐻𝑧⁄ ]																											𝐶(𝑔) = [𝑏𝑖𝑡 𝑠𝑒𝑐⁄ ]            
TEOREMA DI SHANNON PER LA CODIFICA DI CANALE: canale m-ario numerico senza memoria con periodo di simbolo 𝑇f e capacità 𝐶 
{𝑏t} messaggio con tasso di informazione nominale 𝑅 = @

:
log>𝑀. Se 𝑅 < 𝐶 allora ∀𝛿 > 0	𝑒	∀𝑛 suff. grande ∃	un codice con 2? = ⌈2�L:/⌉ parole 

lunghe n con 𝑃WOONOW	sulla parola < 𝛿. → 𝑘 = 𝑛𝑅𝑇f →
?
L
= 𝑅𝑇f < 𝐶𝑇f 

TEOREMA CONVERSE: canale m-ario senza memoria con capacità 𝐶 esiste 𝛿 > 0 tale che per un qualsiasi codice e strategia di codifica, se 𝑅 ≥ 𝐶 
allora 𝑃WOONOW	sulla parola è sempre > 𝛿. 

CANALE BINARIO E MESSAGGIO BINARIO: 𝑅 = @
:0
log>𝑀M =

@
:0
→ 𝑇M =

@
�
	𝐶 = @

:/
𝑖B r𝑥, 𝑦s → 𝑇f =

K#n~,cp

[
	𝑅 < 𝐶 → ?

L
= :/

:0
= �

[
𝑖B < 𝑖B 

CANALE BINARIO SIMMETRICO SENZA MEMORIA(BSCLM):    𝑏t → 𝐵𝑆𝐶𝐿𝑀 → 𝑏�t  
𝑃X𝑏� = 1À𝑏 = 0Y = 𝑃X𝑏� = 0À𝑏 = 1Y = 𝑃MKQ								𝑃X𝑏 = 𝑏�Y = 1 − 𝑃MKQ							𝐶 =

@
:0
max
{q0}

𝑖X𝑏, 𝑏�Y 					𝑖X𝑏, 𝑏�Y = 𝐻X𝑏�Y − 𝐻X𝑏�|𝑏Y	  

𝑃M(0) = 𝑞							𝑃M(1) = 1 − 𝑞		 
𝑃M�(0) = 𝑃X𝑏� = 1À𝑏 = 0Y𝑃M(0) + 𝑃X𝑏� = 0À𝑏 = 1Y𝑃M(1) = 𝑃MKQ − 2𝑞𝑃MKQ + 𝑞								𝑃M�(1) = 1 − 𝑃M�(0) = (1 − 𝑞)(1 − 𝑃MKQ) + 𝑞𝑃MKQ 
𝐻X𝑏�Y = −(𝑃MKQ + 𝑞 − 2𝑞𝑃MKQ) log>(𝑃MKQ + 𝑞 − 2𝑞𝑃MKQ) − (1 − 𝑃MKQ − 𝑞 + 2𝑞𝑃MKQ) log>(1 − 𝑃MKQ − 𝑞 + 2𝑞𝑃MKQ) → max𝐻X𝑏�Y = 1  
𝐻X𝑏�|𝑏Y = −𝑃MKQ log> 𝑃MKQ − (1 − 𝑃MKQ) log>(1 − 𝑃MKQ)	per trovare 𝐶 devo massimizzare 𝑖X𝑏, 𝑏�Y: avviene per 𝑞 = @

>
→ 𝐻X𝑏�Y = 1 

𝐶 = @
:0
max
{q0}

𝑖X𝑏, 𝑏�Y = @
:0
[1 + 𝑃MKQ log> 𝑃MKQ + (1 − 𝑃MKQ) log>(1 − 𝑃MKQ)] →

q0+2D
*
$
→[D<

q0+2D@,q0+2D<→[D
*
30

           

CANALE BINARIO SENZA MEMORIA CON CANCELLAZIONE: se sono a metà tra 1 e 0, sono indeciso, ho un valore erasure  
𝑃c|~(0|0) = 𝑃c|~(1|1) = 1 − 𝛼									𝑃c|~(𝐸|1) = 𝑃c|~(𝐸|0) = 𝛼									𝑃~(1) = 𝑞										𝑃~(0) = 1 − 𝑞										𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑦) − 𝐻(𝑦|𝑥)	  
𝑃c(0) = 𝑃c|~(0|0)𝑃~(0) + 𝑃c|~(0|1)𝑃~(1) = (1 − 𝛼)(1 − 𝑞)				𝑃c(1) = (1 − 𝛼)𝑞				𝑃c(𝐸) = 𝑃c|~(𝐸|0)𝑃~(0) + 𝑃c|~(𝐸|1)𝑃~(1) = 𝛼 
𝐻(𝑦) = −(1 − 𝛼)(1 − 𝑞) log>[(1 − 𝛼)(1 − 𝑞)] − (1 − 𝛼)𝑞 log>[(1 − 𝛼)𝑞] − 𝛼 log> 𝛼	 
𝐻(𝑦|𝑥) = −𝛼 log> 𝛼 − (1 − 𝛼) log>(1 − 𝛼) 
𝑖(𝑥, 𝑦) = −(1 − 𝛼)(1 − 𝑞) log>[(1 − 𝛼)(1 − 𝑞)] − (1 − 𝛼)𝑞 log>[(1 − 𝛼)𝑞] − 𝛼 log> 𝛼 + (1 − 𝛼) log>(1 − 𝛼) +𝛼 log> 𝛼 
Per trovare 𝐶 devo massimizzare 𝑖(𝑥, 𝑦): avviene per 𝑞 = 1 ∕ 2 → 𝐶 = (1 ∕ 𝑇M)(1 − 𝛼) 
 
Scopo: comprimere il segnale di ingresso. Se non ho perdite riesco sempre a ricondurmi al messaggio iniziale, con perdite no. 
Il codificatore fa corrispondere a ciascuna parola del dizionario 𝐷& di ingresso una sola parola di 𝐷* di uscita → |𝐷&| = |𝐷*| 
Lunghezza della parola 𝑏 ∈ 𝐷*: 𝐿j𝑏k = #𝑙𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟𝑒	𝑑𝑖	𝑏 	→ lunghezza media delle parole di 𝐷*: 𝐿* = 𝐸 l𝐿j𝑏km = ∑ 𝐿j𝑏k𝑃*j𝑏k^∈`�  
CODICE A PREFISSO: 𝐷* tale per cui nessuna parola è prefisso di un’altra, riesco sempre a distinguerle leggendo lettera per lettera 
TEOREMA DI KRAFT-MCMILLAN:  
1) per ogni codice decodificabile deve valere ∑ 0

W�
�����

≤ 1		𝑐𝑜𝑛	𝑀* = Y𝐴*Y = #^∈`� 𝑙𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟𝑒	𝑑𝑖𝑠𝑝𝑜𝑛𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖	 

2)per una sorgente con dizionario di cardinalità 𝑁 se 𝑙0, 𝑙'…𝑙C sono interi tali che ∑ 1/𝑀E+C
8)0 ≤ 1 allora esiste un codice prefisso 

con alfabeto con cardinalità 𝑀* = 𝑀 e parole di codice di lunghezza 𝑙8 per la sorgente   
TEOREMA DI SHANNON PER LA CODIFICA DI SORGENTE 
1) Per ogni codice decodificabile con alfabeto di cardinalità 𝑀c la lunghezza media delle sue parole soddisfa 𝐿c ≥

m�~�
���$C.

			𝑥 ∈ 𝐷~			𝑀c = |𝐴c|			𝐻X𝑥Y: 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑖𝑎	𝑑𝑒𝑙𝑙𝑒	𝑝𝑎𝑟𝑜𝑙𝑒	𝑖𝑛	𝑖𝑛𝑔𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜	𝑎𝑙	𝑐𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑜𝑟𝑒 

2) Esiste un codice prefisso con alfabeto di cardinalità 𝑀c e lunghezza media delle parole 𝐿c <
m�~�
���$C.

+ 1				                         → m�~�
���$C.

	≤ 𝐿c <
m�~�
���$C.

+ 1				 

CODICE SHANNON-FANO: codice ottenuto dal teorema di Shannon, le lunghezze delle parole sono 𝑙K = álog@/C. 𝑃~(𝑎K)â = á− logC. 𝑃~(𝑎K)â, in generale questo codice non è ottimo cioè non ha lunghezza media minima  

CODICE SHANNON-FANO OTTIMO: quando 𝑙K = − logC. 𝑃~(𝑎K) è un numero intero ∀	𝑎K ∈ 𝐷~ 				→ 			 𝐿c = 𝐸(𝑙K) = 𝐸r− logC. 𝑃~(𝑎K)s =
m�~�
���$C.

= 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟	𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑	𝑑𝑎𝑡𝑜	𝑑𝑎	𝑆ℎ𝑎𝑛𝑛𝑜𝑛 → 𝑜𝑡𝑡𝑖𝑚𝑜 

CODIFICA DI SORGENTE OTTIMA:          In generale possono esserci più codici ottimi ma devono avere tutti la lunghezza media minima e rispettare le condizioni di ottimalità: 
1) Per un codice ottimo parole a più bassa probabilità hanno lunghezza maggiore 𝑃~(𝑎@) > 𝑃~(𝑎>) → 𝑃c(𝑏@) > 𝑃c(𝑏>) 	⇒ 𝐿(𝑏@) < 𝐿(𝑏>) 
2) Nel dizionario del codice ottimo a prefisso ci sono almeno due parole di codice 𝑏^	𝑒	𝑏^^ che hanno lunghezza massima che differiscono solo nell’ultimo simbolo (bit in caso binario) 
PROCEDURA DI HUFFMAN PER TROVARE CODICE BINARIO OTTIMO A PREFISSO :        Dato un dizionario di ingresso 𝐷~ con parole 𝑎@…𝑎L e densità di probabilità 𝑃~(𝑎@)…𝑃~(𝑎L)  
1)Ordiniamo le parole in ingresso con probabilità decrescente 𝑃~(𝑎@) > 𝑃~(𝑎>) > ⋯ > 𝑃~(𝑎L)            2)Assegniamo le parole di uscita più lunghe a 𝑎L	𝑒	𝑎LG@: abbiamo deciso l’ultimo bit di queste due parole--> assegno 1 o 0 (arbitrariamente) a 𝑎L	𝑒	𝑎LG@ 
3)Consideriamo un nuovo dizionario di ingresso uguale a prima ma con 𝑛 − 1 parole dove l’ultima ha probabilità 𝑃(𝑎LG@) + 𝑃(𝑎L) : accorpo le ultime due parole con probabilità minore                     4)Ripeto 2 e 3.  
CODIFICA ARITMETICA-CODICE DI ELIAS :           n parole generate da una sorgente in ordine noto, l’intervallo unitario viene diviso in n sottointervalli, 𝑚_, : valore del punto medio del segmento relativo ad 𝑎L. X𝑚_,Y> = 0,011 = 0,0 ∙ 2G@ + 1 ∙ 2G> + 1 ∙ 2GIX𝑚_,Y@< =

@
V
+ @

�
= I

�
 

Da 𝑚_,  scriviamo la sequenza di bit che troviamo dopo la virgola troncata a ⌈𝑖(𝑎L)⌉ + 1	𝑏𝑖𝑡. Più rara è una parola più alta è l’informazione, più lunga sarà la parola in bit. 
1) Dalle probabilità di simbolo 𝑃(𝑎L)	scrivo 𝑚_, = ∑ 𝑃(𝑎K)LG@

KD@ + q(_,)
>

        2)converto 𝑚_,  in binario X𝑚_,Y> = 0,…1010           3)tronco la sequenza di bit dopo la virgola a ⌈𝑖(𝑎L)⌉ + 1	𝑏𝑖𝑡 
Lunghezza media del codice di Elias: 𝐿WtK_B = ∑ 𝑙(𝑎L)𝑃(𝑎L) = ∑(⌈𝑖(𝑎L⌉ + 1)𝑃(𝑎L)k

LD@ ≥ ∑𝑖(𝑎L)𝑃(𝑎L) + ∑𝑃(𝑎L) =𝐻(𝑥) + 1 

𝐸𝐹𝐹𝐼𝐶𝐼𝑁𝐸𝑍𝐴	𝐷𝐼	𝑈𝑁𝐴	𝐺𝐸𝑁𝐸𝑅𝐼𝐶𝐴	𝑆𝑂𝑅𝐺𝐸𝑁𝑇𝐸	𝐶𝐻𝐸	𝐸𝑀𝐸𝑇𝑇𝐸	𝑃𝐴𝑅𝑂𝐿𝐸	𝑥:	𝜂~ =
�(~)

utNX$C
= m#�~�

���$C-
     EFFICIENZA DI USCITA DI UN CODIFIFCATORE DI SORGENTE  𝜂c =

m#ncp

���$C.
=

mncp

Z. ���$C.
= m�~�

Z. ���$C.
										𝑑𝑎	𝑆ℎ𝑎𝑛𝑛𝑜𝑛:	𝜂c > 1 − @

Z.
≥ 1 − ���$C.

m�~�
            TASSO NOMINALE PER CODIFICA DI SORGENTE 𝑅 = Z.

:#+"0454
  

a2         a3         a4       a5        a1           
0,45    0,25     0,16    0,09    0,05            a2->0 
   |         |           |          |1___|0              a3->11 
   |         |           |                  |0,14           a4->100 
   |         |           |0_______|1      a5->1011 
   |         |                     |0,30                     a1->1010 
   |         |1________ |0 
   |                    |0,55 
   |0________|1 
             |start        


