PROBABILITA

(@) =P(x=a) V.A. UNIFORME X~TU([4, B]) V.A. GAUSSIANA X~ (i, %)
1 (standard con u = 0,0 = 1)
DISTRIBUZIONE: Fe(a) = P(x < a) = z Pe(x) = fx(x)dx > P(x€[AB)=PA<x<B)=Px<B)-Px<A)=F(B)-FEA)= fx(x)dx f@=15—7 cow € (A.B] FIN] = VARIN] = o
xaxedx 0 altrimenti 0 a<a (se Z = X + Y=gaussiana= NV (i + ty, 07 + 03))
VALORE ATTESO: EIX] = me= ). xpe() = f S Elgldl = Y p)gl) = f F()g@dx EIK] = 4o .0 PO o=y
2 . Z @ = [ f@da={2=% conaean) | F@=
o
. 21 M = 2 — 24 2 _ 2, 2_ 2 1 a>B P(x<a)=F(a) =®()=1-Q(a)
POTENZA: E[X?] =M, = Zx P (x) = E[X]? + 0f = m, +Jx—f fe(G)x2dx 11— 4+8 Px>a)=1- P(x<a)=1-F(@ = Q)
X€Ay a-u a—y
Non standard P(x > a) = P(z > —) =Q (—)
VARIANZA: VAR[X] = of = E[(x — m,)?] = z (x —my)? pe(x) = E[X?] — E[X]? = My —m, DEVIAZIONE STANDARD: oy = \/VAR[X —a)? o 7
[X] = of = E[ x)%] = )” Px [X?] - E[X] e =My X [x1 VARIX] = a) P(x € [4,B]) = Fe(b) — Fu(a) = d(b) — d(a)
P(B)_ P(BIAP(A) 12 =Q@—-Qb)
CONDIZIONAMENTO BAYES: P(A|B) = — > =—————= PROB.TOT.(CON PARTIZIONE B1,B2,..Bn): P(A) = ZP(A|BL-)P(BL-) V.A. BERNULLI X~B(p) Q-a)=1-Q(a)
P(B) P(B) & Px=1D=p Px=0)=1-p
LIMITE CENTRALE: Sia Xn una successione di v.a. indipendenti ed equidistribuite con media p e var. a2 >0 Allora: ?(iz X — ;4) ni:N(O,l) Elx]= Var[X] = p(1-p)
SEGNALI
GRAD\NOI oo TRIANGOlL(i W <1 S(Nnr»is::tss?zl%LtEJr | | scaamento oet reweo CONVOLUZIONE TEMPO CONTINUO ENERGIA DI UN SEEQNAZLE ENERGIA DEL R:Z'I:EANGOLO .
P e fo™ ™ attrove - ot st th 20) =20y = [ 2y —odr continuo £y = 7' x*(e)dt s(t) = drett (20) B = 428
=4 t= Al > 1 compressione - discreto B, = z 21 ENERGIA DEL TRIANGOLO
2o | MPUSOPITRAG TRASLAZIONE DEL SEGNALE| |A| < 1 dilatazione fo@dt=1 iscreto By ?" (T) t—to _#B
o0 = {+w t=0 i(‘)a """ >‘ s(tT) ox =1 ribaltamento f X(O8(Ddt = x(0) YO=AS() > Ey = A%E s(t) = Amun( /2 ) By =—3-
RETTANGOLO DECIBEL T>0tras‘azloneasx o |A]>1 ampllﬁca.zmne ) ) — — -
T 1t1<1/2 | (A)gs = 10l0g10(A) < 0 traslazione a SCALAMENTO DEL SEGNALE 8(t) *x(t) = f 5(x(t — 1)dr = x(t) |A]<1at (at e in dB si riferiscono a rapporti di energia)
1 A = 10@Waz/10 S(t) > As(t) - POTENZA MEDIA DI UN SEGNALE
1) =4{= = = . T
® 3 t=0 | potenza da milli a unita 1A| > 1 amplificazione CONVOLUZIONE TEMPO DISCRETO b= lf o
0 altrove | (P)apm = 30+ (Plan A] <1 attenuazione 2@T) = %) * Y@T) = ) %Dy =IO o

RAPPRESENTAZIONE DI SEGNALI COME VETTORI

CANALE AWGN

PRODOTTO INTERNO
i
w©y©) = [ xoy@ae

ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT
N vettori s; (t) ... s, (t)che generano un sottospazio, ottengo una base

() .. ¢,(t) con
D $:(0) =

2) g (0)
3) gn(t) =

o +o0
(X(t).X(t)):f x(t)x(t)dt:f x?(t)dt = Ey

EOxE)=0 Sx)=0
(ax() + By (£), z(1)) = a(x(t), 2()) + By (8), (1))
NORMA INDOTTA DAL PRODOTTO INTERNO

Sn(t) = Zhoa(a(0), B @)i(®)
m(t)

SEGNALI COME SPAZIO VETTORIALE, ISOMORFISMO, VETTORE EUCLIDEO
Dato un segnale s(t) appartenente ad uno spazio vettoriale di dim. | con base
{1 (8) ... ¢; ()}, il corrispondente vettore euclideo &:

s={sy..5} cons;=(s(t), $i(t))

PRODOTTO INTERNO, NORMA ED ENERGIA

1 1
XO=) x® yO=) y#©

CANALE AWGN IDEALE
r(t) = sp @) +w(t) & r=s,+w
Potenza media del rumore (PSD)

1T N
Py =7 [y w*©dt = o =}
Potenza media del segnale utile

1 E,
Py = ;fo su (Ode = ==

[®I| = V(x(®,x®) = JE;
ORTOGONALITA’
x(t), y(t) ortogonali se (x(t), y(t)) = 0

PROIEZIONE ORTOGONALE DI UN SEGNALE IN UN SOTTOSPAZIO DI SEGNALI
Dato un segnale s(t) e un sottospazio definito da una base ortonormale
$1() ... ¢, (), la proiezione di s(t) nel sottospazio & il segnale:

@@y =Y rn=(u)

1
=6OsO) =(s5) =B =)
DISTANZA TRA DUE VETTORI

(@il = [lxl| CANALE AWGN con AMPLIFICAZIONE/ATTENUAZIONE
_ (t) = Ase(t) + w(t)
s(®) o5 =[s1 51 Energia del segnale utile al ricevitore

Epsey = Esy, = AEq,

norma unitaria se (x(t), x(t)) = 1 = E,

1
sp(0) = z (s(D, $O)pi(D) * s(t)
SO =50 +e(®) (e, hiO) =

TRASMISSIONE DIGITALE

e(t) = 0 se s(t) € sottospazio

a2(x(0),y(0) = |Ix(®) — O = (x(©) - y(0),x(8) - y(0)) = f (x(®) - y®) de
= B+ By = 260,50 = (- 3.2~ )

@ (2,y) = The G — 90?

CANALE DISPERSIVO O CON ECHI
7(t) = Asee(t) + Bse(t — to) + w(t)

MODULAZIONE DIGITALE

Bit mapper: raggruppa i bit in simboli

Modulatore digitale: associa a ciascun simbolo un segnale (forma
d’onda) ag = sq,(t)

PROBABILITA’ DI DECISIONE COI

Bit Simboli
82 e an Mouatore | STeH P .
To W mapper - r‘ digitale. R variabile indicatrice della regione Ry,: ;4,,(1) = {

D(r,n) = P[rlag-n]Plao = n]

CRITERI DI DECISIONE DEL BITR
ay = urgmaan(L n)
MAP:

DEMODULAZIONE DIGITALE
In generale se nel canale ho rumore o faccio errori in

demodulazione ho a, # @, b, # b,
TU(H  [omucomond] G B

o dorae e 7 demaeoer TA

trasmesso ay = 54,(t) ricevo r(t) = sq,(t) + w(t)
Nello spazio euclideo (nel sottospazio generato dalla base
ortonormale per la segnalazione) r = sq, +w

RICEVITORE DIGITALE - 2 operazioni di base:

z

Sn,i’

=argmin, ¥, ( L

MD2: @, = argmmnz(ri -

RRETTA

1 r€ER,
0 altrove

ICEVUTO > la probabilita di

2

spi)’ = argming $(r? + 52, — 21i5n,)

= argmax, (Z TiSni — E%) = argmax, ((r Sn) — L)

corretta P[c]

N N N N
P[C] = Pldy = ag] = 1 — P[E] = ZMP[&D = aglag = n]Plap =n] = zn:]P[&o =nlag = n]Pla; =n] = ZMFIZ € Rulag = n]Plag = n] = zn:l(L
N N N N
=2 Plrlaonldrpiao=n =3 [ in@Plrlaonldrpioo=nl= [} in@Plrlanlplas=nldr=[ 3 m@p(en)dr

ay = argmaza (Pria, |1 [n]Plag = n1) = argmazn (Pria,[r'[n]) = argmaxy(Pagiy [nlr | [x'1) = argmax,Plao = nir]

) = argmin, 51 = sn;)” = argming(r = su,1 = 5,) = argmin,d*(r,s,)

1 non dipende dam = argminn(z Si,i - ZZnsm) = cambio segno = argmaxn(ZZ TiSn,i

szn[r’lnldr’) Plag =n]

ML: simboli equiprobabili P(ay = n) = 1/N - ay= argmaxn(}’ﬂau [r'|n]Play = n]) = argmax,Priq, [r'|n] = argmax,P[r|lag =n] (Plag = n] uguale per tutti,non influisce sull'argmax)

1 Ti=Sni
MD: canale AWGN con simboli equiprobabili @, = argmaan[dan = n] = tutti gli elementi di r sono indipendenti = argmax, l_[ P[r |ao = n] = argmax, (e 22( ) ) =
i=

~Ey) =

Proiezione del segnale ricevuto sulla base ortonormale

Assegna a ciascun punto dello spazio un corrispondente indice n,
per decidere quale segnale & stato trasmesso in base a quanto
ricevuto->regione di decisione Rn

TEOREMA DELL'IRRILEVANZA (canale AWGN)

Base costruita su sy ...s, = {¢; ... ¢;} e aggiungiamo ¢4

1= [s0 O]+ [wwria] » 7= [11 31300

- 1741 non dipende dan - B, [r'141] non dipende dan
@y = argmaxy, (Pﬂan [T |n] e [7'”1] Play = n])

= argmaa(Prja,|r'|n]Plao = n]

Se allargo la base la probabilita per la decisione non cambia
(w)4+1 @ componente w | ortogonale alla base - irrilevante)

MAP

MODULAZIONE DIGITALE BINARIA

) — Xfo+nl  rtm, T

IMPLEMENTAZIONE DEI RICEVITORI DIGITALI
1 ={(P:(),r(®)) coni=1..I

- =[Gt — D delemo = [ $i(~ @ — t))r(t = ©) ey, = cambio divar = [ ¢,(t)r(t) dr

+oo
n= f ¢i(—(t — tg))r(ty — 1) dt - scelgo to in modo che sia il piu piccolo valore che rende ¢;(—(t — ty)) causale
0

]
[, Soall

MD TIPO 1 (I<M) MD TIPO 2 (1=M)
Xfo+mT  rtm 4 Xfo+nil  vima
Xto+ail 1w, Xto+aT  1im,g | catcow
MAP/ Sistange
ML B § S
oo Wi, Sm) | |
Dl x)

|
LR, 500> MQP@
e
z

MODULAZIONE BINARIA (simboli equiprobabili e rumore AWGN)

M =2 5(t) #s5,(t) 1<2- () ¢2(t)

s1= [(51(8), p1(8)), (s1.(8), b2(£))]

52 = [{s2(0), $1(D)), (s2(8), $2(D))]

(caso I=1hos;(t) = —s,(t) )

distanza tra s, s,: d*(s1,5,) = ||§1 - 5)”2 = (51— 52,51 — %2) = (51152,1)*+(51,252.2)*
PROBABILITA’ DI ERRORE

P(E) =1-P(C) - P(C) = P(d = ap) =

1
P(ws - 50 50 > w5 - s)~N (0,00
d2

1 1
2P0 = 1lay = 1) +5 P(@g = 2la = 2)
P(ay=1lag=1) =

- P(@y = 1lag = 1) = P(@y = 2|ay =2) =
d
°(zz)

Y s?; distanzada O =
Es2

d
PO =1-0 (271) - PE) =
ENERGIA DEI SEGNALI

Esy = (s1(t),51(8)) = (s1,81) =
Esy = (s2,5;) = ¥ 53, distanza da 0 =

ENERGIA MEDIA DELLA
SEGNALAZIONE

1 1
Es=5Esi +5Es

MODULAZIONE BINARIA
COEFFICIENTE DI CORRELAZIONE TRA DUE VETTORI

CASO Es = Esy = Es,

1= [VEs0] sz = [py/Es,Bs — pEs| =
d(s1(t),52(8)) = y/2Es(1 - p)

sesy(t) = —s;(t) > p=-1
ses(t) =s(t) > p=1
sesy(t) Lsy(t)—» p=0

[oVEsET=07|

(si assume sempre Eg = Es; = Es;)
MODULAZIONE BPSK ANTIPODALE
(binary phase shift keying)

5100 = {Acos(Znﬂ,t) cont E [O T]

Acos(2rfyt) con t E [O T]
altrove

520 = {7

1
Es=Es = Esy :EAZT T>>E

(si assume sempre Eg = Es; = Es;)
MODULAZIONE BPSK ORTOGONALE
5100 = {cos(anot) cont E [0 T]
500 = {sen(anot) cont E [0 T]
altrove

1
Es = Egy = By = 5 4°T >z

P(E)=0Q (i) ) V2Es(1-p) =0 (E) (1 - P) RICEVITORE A SINGOLO FILTRO PER MODULAZIONE BINARIA CON Es = Eg; = Eg,
20; 20, a2 2 () = s1(t) = s2(8) ba(t) = s1(t) + s2(t)
1) = — 2 —
) ) ) (Es J2Es(1 - p) J2Es(1 +p)
con signal to noise ratio (SNR) = Xl | segnali sy, 5, sono alla stessa altezza nel piano generato dalla base ¢, (t), ¢, (t)
Es) | !l piano viene diviso da un threshold “verticale” § = e
CASO SEGNALI ANTIPODALI = 5, (t) = —s,(t) » p=—1 > P(E) =Q oz, 2d 2E5(1-p)

CASO SEGNALI ORTOGONALI - 5;(t) L 5,(t) > p = 0> P(E) = Q( %fz)

(si assume sempre Eg = Es; = Es;)

sery 2§ allora@y =1
>
ser; < S allorad, =2

r = [r, 1] = 1, determina l'altezza,

devo quindi basarmi solo surl

v 51;
MODULAZIONE DIGITALE M-ARIA (M>2)

MODULAZIONE M-ARIA s, (t) ... 5,¢(t) M segnali - log,M = bit per simbolo
Simboli equiprobabili canale AWGN: P(ay =
PROBABILITA’ DI ERRORE

M
PE)= ). P(@# mlag = m)P(ay = m)

1
m) =y

PEprecsa =y P< e ) Pao=m <Y > P&un)Pa=m)
> P(&n) =P (d(s) <d(rsn)) = @ (dZ"T"")

1M dpm MM —1)
<= 2 2 3 =2/--
P(E) < M L Q( Zg,) — servono )
n#m
UPPER BOUND

uso la distanza minima tra m e gli altri simboli: minn(dnrm) = dpinm (per M — 1 punti)

M-1 dminm)
< Dminm) _
P(E) Mz z ( 2(1,) S - 1Q( 20, UPPER BOUND 1

uso la distanza mmlma tra ogni coppia di simboli:

dimin (per M punti)

LOWER BOUND

P(E)Z%z::lP(&mm)> zml (

= LOWER BOUND con f1 pit vicino am

- definisco &, m{evento statistico che  sia piti vicino a s, che a s,,} - {@p # mlap = m} = U &nm

distanze — cerco upperbound migliore

d d
P(E) < —MQ( ”‘") M- 1)Q( ’”‘") = UPPER BOUND 2 (pitt lasco, uso 1 distanza)

51(8) sm()  spu(t) # 0

I=M ¢i(t) =

si(t)
JEs;

nEm

dminm = dmin =

MODULAZIONE ORTOGONALE (tutti i segnali della segnalazione sono ortogonali)
(i), 55(t)) =0 Vi#j
Per la base ortonormale prendo i segnali stessi (sono tutti ortogonali)

=00..0, |E, ,0..0]
i

—esimo

Simboli equiprobabili in canale AWGN con ES =Eg, .

= J2E; - BOUND Q(F

M segnali}

M/Z sono antipodali = s,(t) = —s;(t) ..5y(t) =
Ortogonali sono distanti /2E
/7‘) <P(E)<M-2)Q (@) + Q(ﬁ)

Eg = energia media o1

)<P(E) <(M71)Q(‘/TES)
01

MODULAZIONE BIORTOGONALE (M PARI)
M/Z sono ortogonali s;(t), s3(t) ... Sy—1(t)

—Ssm-1(6)
antipodali sono distanti dal loro segnale2,/Es

207 201

PAM (PULSE AMPLITUDE MODULATION)

En
ENERGIA MEDIA PER SIMBOLI EQUIPROBABILI

1M

PROBABILITA‘ DI ERRORE

11— M)E, =
Y B By (Gm—1-MYE=
M 1M
P(E) = z P(Elag = m)P(ap = m) = 72 P(Elay = m)
im=1 M L=y
E)
P(E|simbolo interno) = P(r > sine +\/Ep V T < Sine *\/El% = interno) = P(w > ‘/ETh Vw< 7‘/1:7,,) =pP(w> ‘/ET,) +P(w < 7‘/E71) =2Q (Q)
1

P(E|simbolo esterno) = P(r > Sexe ++/En|ag = esterno) = Q(

P(Eror = - [zo (f) + (1 -2)20 (F)] =2(1-

e (5)=2(-5)e

r=sptwy

B _ o (LB
201 N or

3E,
M2 - 1)g,*

S)=o®

sm(t) = amh”(t) ap=2m—1-M m=1..MMpari) spn=|an/En| base dimensione | =1 > hry = @, & uno scalamento di hry
BASE ¢, (t) = distanza tra punti sempre uguale = dym = 2/ Ep distanza tra un punto e il confine di regione = ‘/ET,

con wu~N(0,0,%)

PROBABILITA' DI ERRORE X
SUL BIT (con mappa di gray)’

P(E)
log,M

bit =




QAM (QUADRATURE AMPLITUDE MODULATION) SEGNALI A TEMPO DISCRETO x(nT): Tquanto temporale SOMMATORIE UTILI MAPPA di
= $(6) = i ihyy(6) oSSyt + @) — Aohry (O senufot + @) M=1.M. @y g € {—(L = 1), —(L = 3) .~ 1,13 .. (L= 3), (L — 1)} CONVOLUZIONE A TEMPO DISCRETO N NN +1) GRAY
M=0  ay=@k-VM-1) 2(nT) = Z x(KT)y((n — K)T) - 2 M=2M=4 M=g]
o 1
BASE (Ho sempre dimensione 2 con cos L sen per f » 1) CAMPIONAMENTO y(nT) = x(nT): x a tempo continuo ZN e N(N+1)(2N+1)| 0o 00 000
2 E B INTERPOLAZIONE - 6 1 01 o001
b= b cosamic to0 £ b= h@senanie +on £ s~ B B F R n o
n " y(e) = Zx(nT)h(t —nT) : hripsosta impulsiva 5_ (NN +1)
ENERGIA MEDIA PER SIMBOLI EQUIPROBABILI ol 10 010
2 » QUANTIZZAZIONE UNIFORME n=1 110
=iTM L, =Tk, (am‘, JE;) + (am‘q JE;) = B [t ()] = 22 St = 2 5, (2 — B — 1) = EaD A:passo di quantizazione  Linumero di livelli di quantizzazione o
Vsqe: valore di saturazione  b:numero di bit per campione 01
D) A L
M 0<y<A—»y°:7 A<y<2A~>y‘177 o V=34 L=2° 100
PROBABILITA’ DI ERRORE .
tipo At regioni se lym| <A Vi Za € Y € {A, B} > Vige = max(\A\ [BI}  in generale:y,, € [~Viar, Vsacl
dpin =2Er  dporgo = M — QAM 'ty satsymegioni PROBABILITA’ DI SATURAZ\DNElE parametro di progetto)
tipo C:(L-2)? regioni -1 (€
. : I 0.0  Prnine = PO & o VD S = B =20 () =+ v = 07 (5)
REGIONE A (L): P(ClaytipoA) = A wy > 7\[; a, € A) = [Q( 20, ] = [1 - Q M’A)] ERRORE GRANULARE
A A 1
REGIONE B (L): P(ClaytipoB) = P X %} A &>—J5 u‘,EB) [u( L = )]Q i (1—2@( ))(1—@( fT")) €= Im— Y8 g€ [725] (@ = By (35) Po(@ =7 Ee) =0
) \ Nz . |
2 E(e2) = [* P, (@)a*da ="
. . _ £, by [ _ a) = Lo ey 1
REGIONE C (C1): P(ClagtipoC) = P(% { \E}/‘% { f f} 2 € E) [1 ZQ o )] RAPPORTO SEGNALE-RUMORE DI QAUNTIZZAZIONE
E(y2) 12l%07% 3l%0? 32%07
_1 & 5, B = = = = con EG2) =
P(E)ror = 3 Zries(1 = P(Clag = m) = ( m)*(z o, F)) ~ato([2) ~a(1-5)o(fami) T E(eq) | W VeV =
P(E _ _
PROBABILITA'DI ERRORE SUL BIT (con mappa di gray): Py = [O;—IL (8) 5 = 10108 A, +10log3 + b20log2 = 20log ;; —+ 477 + 6,02
2
CODIFICA DI CANALE DISTANZA DI HAMMING
CODIFICA A BLOCCO a=la,..a]  b=[b.b] ayb €01}
Un vettore di k bit viene codificato in un vettore di n bit (n > k) che costituisce una parola di codice € = {2¥parole di codice lunghe n} dy(ab) = # elementi in cui le due sequenze sono diverse, quanti bit sono diversi nella stessa posizione
Obbiettivo: rilevare e correggere errori introdotti dal canale di trasmissione trasmissione i canale binario simmetrico senza memoria con parole equiprobabili: P ( & pile 2) (1 pyr-an(es)
b: bit trasmessi| - [c: vettore codificato € C| - [ vettore ricevuto & C| - b: bit decodificati| - [¢: parola di codice decodificata an(a) a(a) - )
. . ner) (e s\l
in generale (¢ = [¢; - Cy]) # (€ = [& - a]) ciod & = (¢, + €, € € (0,1} ML diventa: ¢ = argmaxgecP!" % (1 — p)"(e8) = argmasxgec () (- P = argmazeec ()
Obbiettivo: minimizzare la probabilita di errore nel processo di decodifica sep<t (Z)<1 o ¢=argmingedy (a ) = criterio MD
PROBABILITA’ DI DECISIONE CORRETTA Z o Mer “ =
p(beb) = blee _ P hoprob. L ditrovare gusto o sbagliatocome se uscita e entrata fossero indipendenti
PO=PB=b)=) PE=blc=c)Pc=a) Se P23 LT Loty i, st osreint o ¢ recuper  egmate 4 s ot
. N o N P>k Po#1 cambio tutti i bit al ricevitore e applico MD-mi iconduco al caso P,<
(quando ricevo & = § decido per la sequenza ¢ = ) F 7
£ BOUND DI HAMMING
MAP - ¢ = argmazgecP (€ = Ble = &) P(c = @) ML= P(c = @) = & = parole equiprobabili - ¢ = argmazgecP ( t:raggio di circonferenza attorno a ¢, tutte le sequenze & per cui dy(é,c) < t sono dentro la regione di decisione di ¢
CANALE BINARIO SIMMETRICO SENZA MEMORIA (Lerrore introdotto dal canale & mdlpendeme per ciascuno bit (senza memoria)) numero di sequenze & conr errori = (") —— numero di punti che cadono in tutti i cerchi = 2" Ti_o(}) < 2"
N k n _1
P(g‘: B‘g _ z) PG == Brley = @ = @) = H P(& = il = @) - log; 2 +1og,(Zio(})) < log, 2 ”n < 1-21ogy(X4=0(})) = BOUND DI HAMMING
= RATE DEL CODICE = X = it dacodificare
Y ico P(& =1l = 0) = P(& = Ol = 1) = = _ 1-F Bi=a n = #bit codificati
Simmetrico: P(&; = 1]c; = 0) = P(6, = Olc; = 1) =P, = P(& = Bile; = a) _ 4
P, Bi#a DISTANZA DI HAMMING MINIMA DI UN CODICE diy = mind (@) cona;a; € Coa #a; ¢ <%
CODICI LINEARTA BLOCCO NUMERO MASSIMO DI ERRORI RILEVO SEMPRE= d,, — 1
a=[a..a,] b B,] c=bit a,b,c€(01) CAMPOF = ({01}, +,+) ———> SAPZIO VETTORIALEV = F" sod dispari
SOMMAa +b = [aj + ba .a, +b,] PRODOTTO ca = [ca, ..cay] > cla+cbeV ata=0-a=-a NUMERO MASSIMO DI ERRORI CHE CORREGGO SEMPRE: min €SP .
PESO DI HAMMING (NORMA PER V) “g‘ ‘H = numero di elementi (bit)del vettore diversi da zero se dpinpari
DECODIFICA DI CODICI LINEARI
1 >0 2 =0ex=0=[0..01 3)|x+x| < + 4 =
) M‘H ) “5”” x [0..0]3) “"4 "J”H “ﬁ“y “&HH ) ““i“y lal M‘a MATRICE DI CONTROLLO DI PARITA’ H controlla che la somma dei bit trasmessi sia quella che ci
DISTANZA DI HAMMING i (x,,x2) = |z —xJHH -> deve soddisfare: Ha =0 & a€C
CODICE LINEARE A BLOCCO: € & un codice lineare a blocco se & un sottospazio vettoriale dello spazio ' » a + b € €, c;a+ ¢;,b € C H&matrice di controllo di parita di un codice lineare € con matrice generatrice G « HG = 0e RANGO(H) =n—k
Trucco di verifica: @, € C = a, +a, =0 € C > se 0 & C il codice non & lineare — ogni codice lineare include il vettore 0 RANGO = # di righe o colonne linearmente indipendenti 100
PESO DI HAMMING DI UN CODICE LINEARE A BLOCCO: Wiy (€) = min “a” = min d,,(a b) I 010
#0C MATRICE DI CONTROLLO DI PARITA’ PER CODICI IN FORMA SISTEMATICA: G [A] H=[AL] »Es. G= =[11)1]
Win(€) = minimo peso tra tutti quelli delle parole di l:odlce #0, camclde con la distanza minima di Hamming del codice 4 001
111
MATRICE GENERATRICE DI UN CODICE LINEARE DECODIFICA TRAMITE SINDROME
k bit tasmessi conb — n bit codificati in ¢ . Lo . - s
. nrighe, k colonne lin. indipendenti: n x k bit necessari per rappresentare un codice lineare SINDROME di una sequenza di n bit relativa ad un codice lineare con matrice di parita H:
) aah ' " (X 2% bit per un codice non lineare) SINDROMEg =Ha congseq.dibit g=0 <g€C
€=Gb ~|-|= n{[c] ol P COSET associato ad una SINDROME = insieme di sequenze a tali che la loro sindrome & g: COSET(q) = {a:Ha = g} |coset| = 2%
n e

basta prendere k parole di codice (di lunghezza n)lin. indipendenti e usarle come colonne

CODICE LINEARE IN FORMA SISTEMATICA (E un codice lineare ottenuto da una matrice generatrice in forma sistematica)

G I,] - matrice identica k X k. b= — basta memorizzare la matrice A — servono solo (n — k)k bit
- [/j - matrice di dimensione (n — )k <~ [A] [Ab — BIT DI PARITA’

E sempre possibile ottenere una matrice sistematica una matrice generatrice con combinazioni lineari delle colonne e permutazioni delle righe
Cosi facendo cambia il codice ma le prestazioni rimangono le stesse

Una matrice in froma sistematica garantisce la linearita del codice

BOUND DI SINGLETON

Per codici lineari a blocco (n,k) la distanza minima di Hamming del codice & limitata superiormente d,, <n —k + 1

TEORIA DELL'INFORMAZIONE

INFROMAZIONE
Spazio di eventi Q = {4, ... A,} con probabilita associata P(A;)
Funzione informazione di un evento A: i(4) = g(P(A)) = —logP(4) = log %A) - base 2: [bit]/base e: [neper]
1)i(4) = 0VA. 2)i(Q) =0 (Q = intero spazio degli eventi = evento certo) - evento certo non mi porta informazione
3) P(A) < P(B) = i(A) 2 i(B) - eventi meno probabili mi portano piti informazione, quelli che conosco gia non mi danno informazioni
4)AeB € Qindipendenti = informazione dell'avvenimento simultaneo dei due eventi i(ANB) = i(A) + i(B)
FUNZIONE INFORMAZIONE DI UNA VAR. DISCRETA x
x €Ay ={a,..an} pp(@) = P(x =) > ix(a) =i(x = a) = log; 1/P,(a) Pa) =
se A ={x €{a,..a,}} - i(4) = —logP(A) = —logP(x € {a, ..a,}) = —log [P,(a,) + - + Pe(ay)]
ENTROPIA DI UNA VARIABILE ALEATORIA x (valore medio dellinformazione): H(x) = Ey (i,(x)) = Xaea, P(Q)ix(a) = Tea,
DH() =0
3) H(x) < log, M sempre con M =
- 0<H(x) <log,M
VETTORI ALEATORI
x =[x, ..x,] conx; v.a. € A; (ogni v.a. ha il suo alfabeto) » x € Ay X Ay X .. X A,
DENSITA’ DI PROBABILITA' CONGIUNTA DEL VETTORE x: P,(a) = P(t, = a,,%; = a; ...X, = a)
FUNZIONE INFORMAZIONE: iy (a) = log, 1/P,(a)
ENTROPIA DI UN VETTORE ALEATORIO: H(x) = E (ii(g)) = Taearx..xa, (@) log, 1/P.(a)
DIPENDENZA TRA COPPIE DI V.A.
funzione deterministica: dato un valore di x - y assume un valore determinato: (x =a) = y = f(a) > P(y = f(a)lx =a) = 1
« se'y funzione deterministica di x —» H(x,y) = H(x) (H(x,y) = H(x) = H(y) & H(x) = H(y) in genere non vale)
« se y NON & funzione deterministica di x - H(x,y) > H(x)
« se x,y sono indipendenti —» H(x,y) = H(x) + H(y)
« se x,y NON sono indipendenti — H(x,y) < H(x) + H(y)
«sex €A,y € Ay con My = |A,|, M, = |A,| - vale sempre H(x,y) < log, M, + log, M,,
-0 < max{H(x),H(y)} < H(x,y) < H(x) + H(y) < log, M, + log, M,
V.A. CONDIZIONATE
Pyy(alb) = P(x = aly = b) - iy, (alb) = log, 1/ Py, (alb)
ENTROPIA CONDIZIONATA  (P,y(a,b) = Py, (alb)P,(b) - Py (alb) = P,y (a,b)/P,(b))
H(x|y) = Eyy (ixuy(x\y)) = Zapeaay Pey(@ b)iy(alb) = X Py, (a, b) log, 1/Pyy(alb) = X Py(a, b) log, P, (b)/ Py, (a,b)
= Y. Py(a,b)log; 1/P,y(a,b) — X P,(b) log, 1/P,(b) = H(x,y) = H(y)
H(x,y) = H(xly) + H(y) = H(ylx) + H(x)
ENTROPIA MEDIA PER SIMBOLO DI UN VETTORE ALEATORIO x = [x; ... xy]:
Se [x, ...xy] sono indipendenti e hanno stessa entropia Hy(x) = H(x;)
SORGENTE SEMPRE ATTIVA-->VETTORE ALEATORIO DI LUNGHEZZA INFINITA X = [X_, ... Xy ... Xoo], uniformemente distribuito
ENTROPIA MEDIA PER SIMBOLO su x infinito: Hy(x) = lim (m.) H(lx_y . xN]) = Ilv‘li‘o (ZN“) H()@N +1) = H(x)
TASSO DI INFORMAZIONE DI UN MESSAGGIO (INFORMATION RATE) -->Sorgente genera simboli con periodo T: R(x) = 7 Hy(x) = [g]
TASSO DI INFORMAZIONE NOMINALE= Zlog, M (Simboli indipendenti presi uniformemente da un alfabeto di cardinalita M)

TASSO DI SIMBOLO (symbol rate) -->R(x) = 7 Hy(x) = fH,(x)

Vale sempre R(x) < log, M
EFFICACIA DI UN MESSAGGIO: 7)(x) = %}% = %% = %%

INFORMAZIONE MUTUA TRA DUE V.A.
iGy) = HG) + HO) — H(x,y) = HO) + HG) = Hy, ) = (%) se x,y v.a. indipendenti i(x,y) = 0

Hx,y) = Hxly) + HG) = i(x,y) = HG) — HCxly) = HG) + Hylx) se y funz. deterministica di x i(x,y) = H(y)
INFORMAZIONE MUTUA PER SIMBOLO TRA DUE VETTORI ALEATORI: i, (x,y) = Hy(x) + H, (y) - Hy(x,y)

INFORMAZIONE MUTUA TRA DUE VETTORI ALEATORI FINIT:: i (x,y) = H(x) + H (¥) ~ H(x,y)

VALORI DELL'INFORMAZIONE MUTUA E BOUND

0 < i(x,y) < min{H(x), H(y)} < min {log, M, log; My}

-i(a)

[AOI
sza) =05 P(a)=0VP(a)=1

|Ay|cardinalita di A, e i(x)é in base 2 se x & uniforme sull'alf abetod, — H(x) = log, M

2) H(x) = 0 © x & deterministica = assume un solo valore con probabilitd 1 - ¥4ea, P.(a) log,

cona=la ..l

Himpor(2) = 3 H(x) = H(x) = NHgimpon ()

Data una seq. a con sindrome g, coset(g)={sequenze a + § V3§ € C}
DECODIFICA A MINIMA DISTANZA (CON SINDROME)
Cerchiamo la parola di codice § € € a minima distanza di Hamming da a: con B =

infatti H(a +8) = Ha+ H§ =Ha+0 =g

(@)

a

8 B & nel coset
8 = argmingec dy(a.8) = argmin||a 3|, = o+ urgmm“lfH =+ fun (o(a)

1) calcolo la sindrome o(a) = H a

+ B (e(a)

2) trovo nel coset (a(a)) una sequenza con pesoy minimo: fin (a(a)) 3) calcolo § = a

{:ODIC\ DI HAMMING
£ un codice lineare a blocco che ha matrice di parita che contiene nelle colonne tutte le parole non nulle di lunghezza (n-k)
(n — kyrighe

=2n"k — 1 = colonne = #sequenze di (n — k)bit # 0
PRESTAZIONI DEI CODICI DI HAMMING dypin di un codice di Hamming = dyy, =
1 codici di Hamming soddisfano il Bound di Hamming come eguaglianza: = 1 *;logz(zr o)

#max di errori sempre corretti t=1

CANALE NUMERICO M-ARIO SENZA MEMORIA g->CASO PARTICOLARE: CANALE BINARIO SENZA MEMORIA

Canale senza memoria: PO i X1 ) = PO X € Ay @ ay) 1A=
Se M=2[b: k bit ogni T,| - - [c:nbitogniT]| kT, =nT, a— 1ot 2T

=1 (1.0) -1 0J) = (1) 1. (5) - . )
se non ci sono errori H, (y|x) = 0 - R(g) = 1y (y) = H(x)
CAPACITA' DEL CANALE: C(g) = max{y,) R(g) (maxtasso di informazione del canal tra tutte e densita di probabilta dellingresso)

TASSO DI INFORMAZIONE R(9) = 2, (,)

—

CAPACITA' per un canale AWGN: C(g) = 2log, (1 + ‘i‘) =2log, (1+ 5) con densita di prob. di x~N'(0,a7)

CANALE AWGN CON INGRESSO GAUSSIANO C(g) == log2 (1 + 7) i(x,y) nelcasoy = x +w,x ew gauss. indipendenti

EFFICIENZA SPETTRALE: C;(g) = maxp,is(x,y) = CT‘ [bit] = [bit/sec/Hz] C(g) = [bit/sec]

TEOREMA DI SHANNON PER LA CODIFICA DI CANALE: canale m-ario numerico senza memoria con periodo di simbolo T, e capacita C

{by} messaggio con tasso di informazione nominale R = 2log, M. Se R < C allora V5 > 0 e ¥n suff. grande 3 un codice con 2 = [2°""] parolel
lunghe n con P,y sulla parola < 8. - k = nRT, = = RT, < CT,

TEOREMA CONVERSE: canale m-ario senza memoria con capacita C esiste 8 > 0 tale che per un qualsiasi codice e strategia di codifica, se R > (|
allora Peyy,r, sulla parola & sempre > 8.

CANALE BINARIO E MESSAGGIO BINARIO: R = Tllog2 M, = Tl ST,
s >
CANALE BINARIO SIMMETRICO SENZA MEMORIA(BSCLM): b, = 0
P(b=1b=0)=P(b=0b=1)=Py P(b=b)=1-Py C=g W}a;(l(b b)
)

P(0)=q P(1)=1-

Py(0) =P(b=1[b= O)PD(O) +P(B=0lb=1)P,(1) = Pyye = 2qPyc +q  Pp(1) =1~ P5(0) = (1 = q)(1 = Pyye) + qPyic
H(B) = ~(Poic + q = 2qPyic) 1085 (Poie + @ = 2qPyie) = (1 = Poe = q + 2qPyi) 10g5 (1 = Pyie = 4 + 2qPyie) — max H(b) =
H(b|b) = —Py; log, F,,n — (1 = Pyie) log, (1 — Pyye) per trovare C devo massimizzare i(b, b): avviene per g = ; - H(b)=1

€= 2 maxi(v5) = i

R<Co¥=I—
n

R
=i <is

¥)~Te=

i(b.5) = H(B) - H(blb)

7y L1+ Poie 1082 Poie + (1= Poig) logy (1 = Pyie)] =

CANALE BINARIO SENZA MEMORIA CON CANCELLAZIONE: se sono a meta tra 1 e 0, sono indeciso, ho un valore erasure
Py(010) =Py (D) =1-a  Py(EI) =Py (El0)=a P(1)=q P(0)=1-q i(y)=H@)—Hylx)
Py(0) = Py (010)P(0) + Py (OIDP(D) = 1 —a)(1 = @) A1) =(1=a)g B(E) = Py (EI0P(0) + Py (EIDP(1) =
—1 - @)1 = )log[(1 -~ )1 — )] = (1 — @)qlog,[(1 — @)q] - alog, @

=—alog,a — (1 —a)log,(1—a)

i(r,y) = =1 -a)(1 - q)log[(1 - a)(1 — )] = (1 — @)qlog,[(1 — a)q] — alogy & + (1 — @) log,(1 — @) + alog, &

Per trovare C devo massimizzare i(x, y): awiene perg = 1/2 - C = (1 /T,)(1 — a)

CODIFICA DI'SORGENTE

Scopo: comprimere il segnale di ingresso. Se non ho perdite riesco sempre a ricondurmi al messaggio iniziale, con perdite no.

Il codificatore fa corrispondere a ciascuna parola del dizionario D, di ingresso una sola parola di D), di uscita - |Dy| = |Dy|
Lunghezza della parola b € Dy: L(b) = #lettere di b — lunghezza media delle parole di Dy: Ly = E (L(b)) = Syen, L(b),(b)
CODICE A PREFISSO: Dy, tale per cui nessuna parola & prefisso di un’altra, riesco sempre a distinguerle leggendo lettera per lettera
TEOREMA DI KRAFT-MCMILLAN:

1) per ogni codice decodificabile deve valere Zbel)y ‘-;t B<

<1 con M, = |Ay| = # lettere disponibili

2)per una sorgente con dizionario di cardinalita N se 3, I, ... Ly sono interi tali che ¥, 1/M% < 1 allora esiste un codice prefisso
con alfabeto con cardinalita M, = M e parole di codice di lunghezza [; per la sorgente

TEOREMA DI SHANNON PER LA CODIFICA DI SORGENTE

@2 a3 ad a5 al

1) Per ogni codice decodificabile con alfabeto di cardinalita M, Ia lunghezza media delle sue parole soddisfa L, > JL x€D, M,=|A, H(x):entropia delle parole in ingresso al codificatore 045 025 016 0,09 0,05 a2->0
| 1o a3->11
2) siste un codice prefisso con alfabeto di cardinalita M, e lunghezza media delle parole L, < (1 + 1 > ﬁMLy <L, < %%y +1 } } I | _|0|,14 e
CODICE SHANNON-FANO: codice ottenuo dal teorema di Shannon, le lunghezze delle parole sono L = [logy s, P.(a,)| = [~ log, P(ap)], in generale questo codice non & ottimo cioé non ha lunghezza media minima | | 10 11 a5->1011
>
CODICE SHANNON-FANO OTTIMO: quando L = ~logy, Fy(a)) & un numerointero ¥ a, € D, = L = () = E(~ logy, (@) = 125 = tower bound dato da Shannon - ottimo } } . :3‘30 a1->1010
My
CODIFICA DI SORGENTE OTTIMA:  In generale possono esserci pit codici ottimi ma devono avere tutti la lunghezza media minima e rispettare le condizioni di ottimalita: | 1055
1) Per un codice ottimo parole a pii bassa probabilita hanno lunghezza maggiore P,(ay) > P,(a,) = B,(by) > P, (b,) = L(by) < L(b,) o n

2) Nel dizionario del codice ottimo a prefisso ci sono almeno due parole di codice b’ € b che hanno lunghezza massima che differiscono solo nell'ultimo simbolo (bit in caso binario)
a, e densita di probabilita P,(ay) ... P,(a,)
2)Assegniamo le parole di uscita pit lunghe a @, € @, ,: abbiamo deciso I'ultimo bit di queste due parole--> assegno 1 0 0 (arbitrariamente) a a, € @,y

PROCEDURA DI HUFFMAN PER TROVARE CODICE BINARIO OTTIMO A PREFISSO :
1)Ordiniamo le parole in ingresso con probabilita decrescente P, (a;) > Py(a) > -

Dato un dizionario di ingresso D, con parole a,
> Pi(a,)

3)Consideriamo un nuovo dizionario di ingresso uguale a prima ma con n — 1 parole dove I'ultima ha probabilita P(a,_,) + P(a,) : accorpo le ultime due parole con probabilita minore

CODIFICA ARITMETICA-CODICE DI ELIAS :

n parole generate da una sorgente in ordine noto, I'intervallo unitario viene diviso in n sottointervalli, m,, : valore del punto medio del segmento relativo ad a,. (mq, ), = 0,011 = 0,027 +1-272 +1-27%(m,,)

|start

4)Ripeto 2 e 3.

10~

Dam,, scriviamo la sequenza di bit che troviamo dopo la virgola troncata a [i(a,)] + 1 bit. Pit rara & una parola pid alta & l'informazione, pit lunga sar la parola in bit.

Play)

1) Dalle probabilita di simbolo P(a,) scrivo m,, = S5t P(a;) + 2)converto m,,, in binario (m, ), = 0, .. 1010

Lunghezza media del codice di Elias: Lygias = $3-1 1(@,)P(a,) = L([i(an] + DP(a,) = Li(a)P(a,) + % Pa,) =H(x) +1

EFFICINEZA DI UNA GENERICA SORGENTE CHE EMETTE PAROLE x: 1, = ﬂ’fﬂ"M = %’% EFFICIENZA DI USCITA DI UN CODIFIFCATORE DI SORGENTE 7, =

3)tronco la sequenza di bit dopo la virgola a [i(a,)] + 1 bit

w) __Hy) A
log, My Lylog, My  Lylog, My

1

log, M,
> - losMy
1%

da Shannon: 1, > 1— TASSO NOMINALE PER CODIFICA DI SORGENTE R =

Tsimbolo




